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ПОЯСНИТЕЛЬНАЯ ЗАПИСКА 
 

Целью пособия «дискретная математика» является освоение 

слушателями теоретических основ некоторых вводных тем 

важного раздела дискретной математики – теории графов с целью 

использования знаний в современных информационных 

технологиях, а также  в прикладной научно-исследовательской и 

образовательной деятельности.  

В современных условиях информатизации науки и 

образования, формирования глобального информационно-

коммуникационного пространства к уровню квалификации 

бакапавров и магистров, а также научно-педагогических кадров 

предъявляются особые требования, которые, как правило, не 

обеспечиваются освоением базового курса информатики и 

информационных технологий. В связи с этим, изучение данного 

пособия ориентировано на: 

− углубление общего информационного образования и 

информационной культуры будущих преподавателей и 

исследователей, ликвидацию возможных пробелов в усвоении 

базового курса прикладной информатики; 

− овладение теорией дискретной математики и умение 

применять еѐ для автоматизированного анализа научных данных; 

− освоение прикладных технологий для решения разного рода 

практических задач с использованием современных методов 

программирования; 

− изучение современных методов дискретной математики с 

использованием электронных средств поддержки 

образовательного процесса и приемов их интеграции с 

традиционными учебно-методическими материалами; 

− формирование практических навыков решения научно-

технических задач. 
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ВВЕДЕНИЕ 

 

Дискретная математика - это раздел математики, главной спе-

цификой которого является дискретность, т.е. антипод непрерыв-

ности. Это раздел математики, не связанный с понятиями беско-

нечности, предела и непрерывности. 

В широком смысле дискретная математика включает в себя 

такие сложившиеся разделы математики как теория чисел, алгеб-

ра, математическая логика, комбинаторика и комбинаторный ана-

лиз и т.д. и ряд разделов, такие как, дисретная оптимизация, тео-

рия алгоритмов и анализ сложности задач, основы искусственного 

интеллекта, интеллектуальные системы, многокритериальная 

дискретная оптимизация, методы проектных  решений и их ана-

лиз и т.д.,  которые наиболее интенсивно начали развиваться в се-

редине  ХХ века с внедрением ЭВМ. 

Дискретная математика имеет широкий спектр приложений, 

прежде всего, в областях, связанных с информационными техноло-

гиями и компьютерами. При моделировании физических систем 

(электрических, экономических, агро  - экологических и др.) удоб-

ной моделью является граф, каждая вершина которого соответ-

ствует функциональной или конструктивной компоненте, ребро - 

причинно-следственной связи.  Графовая модель позволяет уста-

новить наглядную связь между структурой (топологией) системы и 

ее количественными (энергетическими, экономическими и др.) ха-

рактеристиками. 

В настоящее время интерес к дискретной математике неуклон-

но растѐт. Всѐ больше в обязательную программу учебных заведе-

ний включаются курсы теории множеств, математической логики, 

комбинаторики, теории графов и их фрагменты. Специалисты в 

области современных компьютерных технологий уже осознали, 

что эти разделы математики являются фундаментом для построе-

ния необходимой сейчас хорошей теории математического обеспе-

чения информационных технических систем. Многие специали-

сты, казалось бы, далѐкие от математики, также начинают созна-

тельно знакомиться с их содержанием. 
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1. ВВЕДЕНИЕ В ТЕОРИЮ ГРАФОВ 

 

1.1. Основные понятия и определения 

Пусть V -  непустое множество, 





2

V
)
  -  множество всех его 

двухэлементных подмножеств. Пара  EVG , , где E  — произ-

вольное подмножество множества 





2

V , называется графом. Эле-

менты множества V  называются вершинами графа, а элементы 

множества E  - ребрами. Итак, граф G - это конечное множество V  

вершин и множество E  ребер, 








2

VE . соответственно. Вершины 

и ребра графа G  называются его элементами. Число V  вершин 

графа G  называется его порядком и обозначается через G . Если  

mEnG  , |, то G  называют  mn,  - графом. Если ребра Ee  графа 

 EVG ,  не имеют ориентации, т.е. определяются неупорядочен-

ными парами вершин,  то граф называется неориентированным 

(рис. 1.1(б)).  

В данной работе рассматриваются только конечные графы, т.е. 

множество V  предполагается конечным, хотя в определении графа 

конечность этого множества не требуется. Графически граф может 

быть представлен диаграммой, в которой вершина изображается точ-

кой, а ребро - отрезком, соединяющим точки.  

Например, если }v,v,v,v,v,v,v,{v=
87654321

V , 

}
87654321

e,e,e,e,e,e,e,{e=E , то граф  EVG ,  представляется сле-

дующим образом: 

 
Рис. 1.1. Неориентированный граф  EVG , . 

 

Ребро  uue ,  называется петлей. Говорят, что две вершины 

vu,  графа смежны, если множество  vue ,  является ребром, и не 

смежны в противном случае. Если   vue ,  - ребро, то вершины u  и 
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v  называют его концами. В этой ситуации говорят также, что реб-

ро e  соединяет вершины u  и v . Ребра с одинаковыми концевыми 

вершинами называются кратными. Число всех кратных ребер 

называется кратностью ребра. В графе на рис.1.2  ребра 
876

,, eee  - 

кратные, 5e  - петля. Говорят, что ребро инцидентно своим конце-

вым вершинам. Если два ребра имеют общую концевую вершину, 

то они называются смежными. Например, в графе на рис.1.2 ребро 

1e  инцидентно вершинам 
1

v  и 2v ; 2v  и 3v  являются смежными. 

Число ребер, инцидентных вершине iv , называется степенью вер-

шины и обозначается  ivd . Вершина iv :   1ivd  называется вися-

чей. Вершина 
i

v :   0ivd  называется изолированной. В графе G  на 

рис.1 4v  - висячая вершина, 8v  - изолированная,   26 vd , ребро 2e  - 

висячее. 

Вершина v  и ребро e  называются инцидентными, если v  явля-

ется концом ребра e  (т. е.  vue , ), и не инцидентными в против-

ном случае. Заметим, что смежность есть отношение между одно-

родными элементами графа, тогда как инцидентность является от-

ношением между разнородными элементами. Множество всех 

вершин графа G , смежных с некоторой вершиной v , называется 

окружением вершины v  и обозначается через  vNG  или просто 

 vN . 

Ориентированное ребро 1v  графа  AVG ,  определяется упоря-

доченной парой  21,vv , состоящей из начальной 1v  и конечной 

2v вершин и называется дугой. Направление дуги предполагается 

заданным от первой вершины ко второй. Так, например, на рис. 

1.3(а) обозначение ),( 21 vv  относится к дуге 1a , а ),( 12 vv  - к дуге 2a .  

Ориентированный граф (или орграф) - это пара  AV , , где V - 

множество вершин, A- множество дуг, 









2

VA .  В случае, когда в 

орграфе  AVG ,  мы хотим пренебречь направленностью дуг из 

множества A , то неориентированный граф, соответствующий G , 

будем обозначать как ),( EVG . 

Другое описание ориентированного графа G состоит в задании 

множества вершин V и соответствия Г, которое показывает, как 

между собой связаны вершины.  
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Соответствие Г называется отображением множества V в V, а 

граф в этом случае обозначается парой G =(V, Г). Для графа на рис. 

1.3(а) имеем  521 ,)( vvvÃ  , т. е. вершины 
52

   ,   vv  являются конеч-

ными вершинами дуг, у которых начальной вершиной является v1. 

     .)(,)(,)(312 45413,,)( vvГvГvvГvvvГ 
 

 
 

Рис. 1.2. (а) Орграф, (б) Неориентированный граф,  

(в) Смешанный граф. 

 

В случае неориентированного графа или смешанного графа, 

содержащего и дуги, и неориентированные ребра (рис. 1.2(б) и 

1.2(в)), предполагается, что соответствие Г задает такой эквива-

лентный ориентированный граф, который получается из исходного 

графа заменой каждого неориентированного ребра двумя противо-

положно направленными дугами, соединяющими те же самые 

вершины. Так, например, для графа, приведенного на рис. 1.2(6), 

имеем    514315 )(,,,)( vvÃvvvvÃ   и т. д. 

Поскольку )( ivÃ  представляет собой множество таких вершин 

Viv  , для которых в графе G существует дуга  
ji vv , , то через 

)(1
ivГ   естественно обозначить множество вершин kv , для кото-

рых в G существует дуга  ik vv , . Отношение )(1
ivГ   принято 

называть обратным соответствием. Для графа, изображенного на 

рис l.2(a), имеем 
 

 12

1

321

1

)(

,,)(

vvÃ

vvvÃ









 

и т. д. Вполне очевидно, что для неориентированного графа 

)()(1

ii vÃvÃ   для всех Xvi  .Когда отображение Г действует не на 

одну вершину, а на множество вершин  qq vvvV ,...,, 21  , то под )( qVÃ  
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понимают объединение )(...)()( 21 qvÃvÃvÃ  , т. е. )( qVÃ  является 

множеством таких вершин Vvi  , что для каждой из них существует 

дуга  
ji vv ,  в G, где Vvi  . Для графа, приведенного на рис. 1.3(а), 

   43152 ,,),( vvvvvÃ   и    15231 ,,),( vvvvvÃ  . 

Отображение ))(( ivÃÃ  записывается как )(2

ivÃ . Аналогично 

«тройнoe» отображение   ))(( ivÃÃÃ  записывается как )(3

ivÃ  и т. д.  

Для графа, показанного на рис. 1.2(а), имеем:
    

   5214311

2

1

3

4315211

2

,,),,())(()(

,,,),())(()(

vvvvvvГvГГvГ

vvvvvГvГГvГ




 

и т. д. Аналогично понимаются обозначения )(),( 32

ii vÃvÃ 

. 

 

1.2. Подграфы и дополнения 

Граф  EVG  ,   называется подграфом (или частью) графа 

 EVG , , если EEVV  , . Если G  - подграф графа G , то говорят, 

что G  содержится в G . Подграф G  называется остовным подгра-

фом (или фактором), если VV  . 

Если V  - множество вершин подграфа G , а множество E  его 

ребер совпадает с множеством всех таких ребер графа  EVG , , оба 

конца которых принадлежат E , то G  называется вершинно-

порождѐнным подграфом или  порожденным (индуцированным) 

множеством V  , и обозначается через V  . 

Если подграф  EVG  ,  не содержит изолированных вершин, 

то каждая вершина является концевой некоторого ребра E . Тогда 
E  однозначно определяет V   и, следовательно, подграф G . Под-

граф  EVG  , называется рѐберно-порожденным и обозначается 

через E . 

Пусть дан орграф  AXG , . Остовный подграф G  орграфа G  

определяется аналогично. 
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Рис. 1.3. (а) Граф, (б) Остовный подграф, 

(в) Порожденный подграф, (г) Подграф. 

Вершинно - порожденным подграфом  G  орграфа  AГXG ,,  

называется подграф  ГXG  , , для которого XX   и для каждой 

вершины XixГixГXix  )()(, .  

Таким образом, порожденный подграф X   орграфа  AXG ,  

состоит из подмножества X   множества вершин исходного графа 

и всех таких дуг графа G , у которых конечные и начальные вер-

шины принадлежат подмножеству X  . На рис. 1.3(в) показан по-

рожденный подграф графа, приведенного на рис. 1.3(а), содержа-

щий только вершины 
4

,
321

 ,, xxxx  и дуги, которые их связывают. 

Граф, изображенный на рис. 1.3(г), является подграфом графа, 

приведенного на рис. 1.3(а).  

Пусть p -некоторое свойство, которым граф может обладать. 

Максимальным подграфом графа G относительно свойства  p 

называется подграф  EVG  ,  графа G, обладающий этим свой-

ством и такой, что не существует другого собственного подграфа 

G  , и который также обладает свойством  Р.   

Минимальным подграфом графа G относительно свойства  p 

называется подграф  EVG  ,  графа G, обладающего свойством p, и  

не существует другого подграфа G  , который обладает свойством p и 

не является собственным подграфом графа G .  
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Множество рѐбер вершинно - порождѐнного подграфа V 
 на 

множестве V является таким максимальным  подмножеством E , 

что концевые вершины  всех его рѐбер принадлежат V  .  

Множество вершин V рѐберно - порождѐнного подграфа E  
является таким минимальным подмножеством V, содержащим все 

концевые вершины рѐбер в E
’
.         

Граф  ',EVG   называется дополнением простого графа 

 EVG , , если ребро ', Ejviv 








 тогда и только тогда, когда  

', Ejviv 







.   

 
a) Граф  EVG , .                    b) Дополнение G . 

Рис.1.4. Граф  EVG ,  и его дополнение. 

С дополнением графа связана так называемая задача о руко-

пожатиях. 

Лемма 1.1. В любой группе из 6 человек трое либо попарно 

знакомы, либо попарно не знакомы. 

Доказательство. Поставим в соответствие людям вершины, а 

наличие знакомства между ними - рѐбра, соединяющие соответ-

ствующие вершины. Получим соответствующий простой 6-

вершинный граф. Используя определение дополнения графа, полу-

чим утверждение, эквивалентное лемме 1.1.  

Лемма 1.2. Для любого простого графа  EVG ,  с шестью 

вершинами верно, что G  или G содержат три попарно- смежные 

вершины. 

Доказательство. Рассмотрим произвольную вершину графа
 6: VG . Пусть вершина Vv не смежна  с тремя вершинами в G, 

тогда v смежна с тремя вершинами в G . Не нарушая общности 

предположим, что v смежна с некоторыми вершинами    
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Gvvv 
321

,,
. Если  две из этих вершин, например,    21

,vv
  смежны  

в 
G

,то вершины  321
,, vvv

   попарно  смежны  в  
G  

и  лемма 1.2 доказана. Если  в G никакие две из этих трѐх вершин 

не смежны, то  они попарно смежны в  G и  лемма 1.2 доказана.
 

 

1.3. Специальные графы 
Если любые две вершины графа G смежны, то граф называется 

полным. Полный неориентированный граф, построенный на n  

вершинах, обозначается через nK .  

 
а)     б)    в) 

Рис.1.5. а)- граф 3K , б) - граф 4K ,в) - граф 
5

K . 

Из определения дополнения  графа  следует,  что nKGG  .  

Граф  EVG ,   называется двудольным, если существует такое 

разбиение множества V  его вершин на два подмножества (доли) 
1V  и 

2V , что концы каждого ребра принадлежат либо 
1V либо 

2V . 

Орграф  AVG ,  называется двудольным, если его  

неориентированный двойник  EVG ,  - двудольный граф и обо-

значается )21 ,,( AVVG  .  

Двудольный орграф )21 ,,( AVVG   называют полным, если для 

любых двух вершин 
21   è  VxVx ji   существует дуга    ),( Avv

ji
 . 

Если nV 1 , mV 2 , то полный двудольный граф )21 ,,( EVVG   

обозначается через nmK , . При 1m  получаем звезду  nK ,1 . Очевид-

но, что 
42,232,1221,1

,, CKPKPKK  . 
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Рис.1.6. Граф 5,3K .     Рис.1.7. Звезда 5,1K . 

 
Рис.1.8. k -дольный граф, k=6. 

Аналогично определяются k -дольный граф для k = 3, 4, ... 

 

 
Рис. 1.9  (а)- Симметрический граф,(б)- анти симметрический 

граф, (в)- полный симметрический граф,  (г)- полный антисиммет-

рический граф. 

   

Граф  AVG ,  называется симметрическим (рис. 1.9(а)), если в 

множестве дуг А для любой дуги ),(
ji

vv  существует также проти-

воположно ориентированная дуга ),( ivv j . 
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 Антисимметрическим графом (рис. 1.9(б)) называется такой 

граф, для которого справедливо следующее условие: если 

Avv ji ),(  то в множестве А нет противоположно ориентированной 

дуги, т. е. Axx
ji
),( . Очевидно, что в антисимметрическом графе 

нет петель. 

Рассмотрим следующий пример: множество вершин графа 

представляет группу людей, дуга, направленная от вершины 
i

v  к 

вершине jv , означает, что iv , является другом или родственником 

jv , тогда данный граф должен быть симметрическим. С другой 

стороны если дуга, направленная от iv  к jv  означает, что вершина 

iv , подчинена вершине jv , то такой граф должен быть                 ан-

тисимметрическим.  

Полный  симметрический  граф называют также турниром. 

 
 

Рис. 1.10. Непланарные графы:(a) - K5, (б) -  K3,3. 

 

Пример 1.1. Являются ли полными (без учета петель) графы 

G1, изображенные на рис. 2.2 и 2.3? 

 Решение. Граф G1 не является  полным, т.к. не все пары его 

вершин соединены ребрами. Например,  (v1, v3),  (v3, v4) и другие. 

 

Рис. 1.11. Граф G1. 

(

а) 
(

б) 
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Задачи и упражнения 

1. Среди графов, указанных на рис. 1.12, выделить полные 

графы (без учета петель). 

a)                         b)                        c)                         d) 

 

e)                         f)                           g) 

 

  k)   l)   h)   i)    

Рис.1.12. Типы графов.  
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1.4. Матрицы графа 

 

1. Матрица смежности 

 Матрица, каждый элемент которой равен 0 или 1, называется 

бинарной. 

Пусть дан граф G, его матрица смежности обозначается че-

рез  ijaA  и определяется следующим образом: 

 





 


случаепротивномв

Avvдугаесли

ji
a

ji

0

,,1
, где A- множество дуг орграфа 

Матрица смежности графа G на рис. 1.13, имеет вид 

1  1  0  0  0  1

0  0  1  0  0  1

0  0  0  1  0  0

0  0  0  0  0  0

0  1  0  0  1  0

0  0  0  1  1  0

v

v

v

v

v

v

vv v v v v

6

5

4

3

2

1

654321

A   

Матрица смежности полностью определяет структуру графа. 

Например, сумма всех элементов строки iv  матрицы дает полусте-

пень исхода вершины iv , а сумма элементов столбца iv  - полусте-

пень захода вершины iv . Множество столбцов, имеющих 1 в стро-

ке iv , есть множество )( ivГ , а множество строк, которые имеют 1 

столбце iv , совпадает с множеством )(1
ivГ  . Это симметрическая 

матрица с нулями на диагонали. Число единиц в строке равно сте-

пени соответствующей вершины. 

Возведем матрицу смежности в квадрат. Пусть элемент 





2

ik
a  

матрицы А
2
 определяется по формуле 









 n

j
ik jkaijaa

1

2
       (1.1) 

Слагаемое в уравнении  (1.1) равно 1 тогда и только тогда, когда оба 

числа 
ij

a  и 
ik

a  равны 1, в противном случае оно равно 0. Поскольку 
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из равенств 1
jkij

aa  следует существование пути длины 2 из 

вершины  
i

v  к вершине 
k

v , проходящего через  

вершину 
j

v , то 





2

ik
a  равно числу путей длины 2, идущих из 

i
v   в  k

v . 

. 

Рис. 1.13 

 

Аналогично если 





 р

ika  является элементом матрицы ðÀ , то 





 ð

ika  

равно числу путей (не обязательно орцепей или простых орцепей) 

длины р, идущих от iv  к kv . 

 

2. Матрица инциденций 

 Определим матрицу инцидентности  графа G.  

Пусть G – (n,m)- граф,  nvvvV ,...,, 21 ,  meeeE ,...,, 21 . 

Бинарная nm  матрица B=B(G), для которой выполняются 

условия 

 








.0

,,1
, случаепротивномв

инцидентныереброиvвершинаесли lk

lk
b  

называется матрицей инцидентности графа G. 

 В каждом ее столбце ровно две единицы, равных столбцов 

нет. Соответствие  GBG  является биекцией множества поме-

ченных (n,m)- графов с занумерованными ребрами на множестве 

nm - матриц, удовлетворяющих описанным условиям. Для ориен-

тированных графов матрица инцидентности имеет вид: 
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инцидентнынеaдугаиvвершинаесли

aдугиконцомявляетсяvвершинаесли

aдугиначаломявляетсяvвершинаесли

lk

lk

lk

lk
b

,0

,1

,1

,
 

Для графа, приведенного на рис. 1.13, матрица инциденций 

имеет вид 

0101000000

0011101000

0000110000

0000010010

0000001001

011000001  1

v

v

v

v

v

v

aaaaaaaaaa

6

5

4

3

2

1

109187654321











B  

Поскольку каждая дуга инцидентна двум различным верши-

нам, за исключением того случая, когда дуга образует петлю, то 

каждый столбец либо содержит один элемент, равный 1, и один – 

равный -1, либо все элементы столбца равны 0. 

Пример 1.2. Дан ориентировнный граф (рис. 1.13). Построить 

его матрицы  смежности и инцидентности. 

Решение. В соответствии с определением матрица смежности 

есть квадратная матрица с элементами множества вершин в 

качестве координат ее столбцов и строк.  

Элемент матрицы в строке i и столбце j  равен 1, если вершина 

i смежна вершине j, -1 - если вершина i смежна вершине j и 0 – 

если вершины i и j не смежны. Матрица смежности приведена  в 

таблице 1.1. В матрице инцидентности координатами строк 

являются элементы множества вершин, а координатами столбцов – 

элементы множества ребер.  

  Таблица 1.1.   Таблица 1.2. 

 
 Элемент матрицы в строке i и столбце j равен 1, если ребро j 

исходит из вершины i, -1 – если ребро j входит в вершину i, 0 – 



 

20 

если ребро j не инцидентно вершине i. Матрица инцидентности 

приведена в таблице 1.2. 

Пример 1.3.  На рис. 1.14 задан граф G. Построить матрицу 

смежности и выяснить, сколько путей длины три существует в 

графе G. 

 

 

                         v2                         v4 

            e1                  e2         e 3 

     V 

       v1                                       v3 

                   Рис. 1.14. 

  Решение.  
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0000

0000

0000

0000

A

0000

0000

0000

1000

A 43  

Элемент 1a )3(
14  , следовательно, в данном графе существует 

единственный путь длиной три. Это путь из вершины v1 в вершину 

v4: 4321
321 v

e
v

e
v

e
v  . 

Все элементы матрицы А
4
 равны нулю, следовательно, в графе 

отсутствуют пути длины четыре. 

Два графа  G1 и G2  называются изоморфными, если существу-

ет такое взаимно-однозначное соответствие между множествами 

их вершин и рѐбер, что  соответствующие рѐбра графов инцидент-

ны соответствующим вершинам. Определение изоморфизма запи-

шем короче: 
       ''''

2

''

1212121 ,,,,:: jijijiji vveevvVvvVvvEEVVfGG 
 

Пример 1.4  Изоморфны ли графы, изображенные на рис. 1.14 

и 1.15? 
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Рис.1.15. 

Рис. 1.16. 

Решение.  Графы G1 и G2 не изоморфны, хотя они и имеют 

одинаковое число вершин и ребер. Но в графе А1 одно из ребер 

направлено от а к b, а в графе А2 оно направлено в другую сторону. 

Графы В1 и В2 изоморфны, т.к. они имеют одно и то же число 

вершин и любые две вершины графа В1 соединены ребром только 

тогда, когда соответствующие им вершины графа В2 также 

соединены ребром.  

 

Задачи и упражнения 

1. Построить графы, матрицы смежности которых указаны: 

;

011

101

110

M;

0111

1001

1101
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1101
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2. Построить графы, матрицы инцидентности которых 

указаны: 

 

A

1 

2 

B

1 
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3. Верно ли, что два графа изоморфны, если 

а) у них по 10 вершин, степень каждой из которых равна 9? 

б) у них по 8 вершин, степень каждой из которых равна 3? 

в) они связны, без циклов и содержат по 6 ребер? 

4. Найдите все попарно неизоморфные графы со степенями 

вершин (3.3,3,3,4.4). 

5. Все степени вершин n-вершинного графа равны 2. Сколько 

среди таких графов попарно неизоморфных?  

а) Вычислите ответ для 3 <п< 10; 

б) Найдите рекуррентное соотношение, позволяющее 

вычислить ответ для произвольного п. (Указание: вспомните 

числа Стирлинга.) 

6. Найдите  все попарно неизоморфные графы со степенями 

вершин:a)   (З,З,З,З,З,З): б) (6,6,6,6,6,6,6,6). 

7. Какие пары из приведенных ниже графов зооморфны: 

 
a)                                    b)                                 c) 
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8. Дана (0, 1) -матрица   смежности графа. Составить про-

грамму изображения этого графа. 

 

1.5. Степени вершин 

Степенью (или валентностью} вершины графа G называется 

число инцидентных ей ребер, т. е. число вершин в ее окружении. 

Граф G называется однородным или регулярным степени r, если 

степени всех его вершин равны между собой и равны r. 

 
Рис.1.17. Регулярный граф степени r=6. 

 

Будем обозначать степень вершины v через deg v . Тем самым (deg 

v == |N(v)|.  

Максимальная и минимальная степени вершин графа G обо-

значаются символами:   v

VGv

G degmax


 ,     .degmin v
VGv

G



 

 
Неориентированный   граф  ,, EVG  без петель и кратных рѐбер 

называется  простым.  

Теорема 1.1. Пусть  задан граф  EVG , , где nV   – число 

вершин, mE  -число рѐбер.  Сумма степеней всех вершин графа G  

равна ,2 m
   



















m
n

i
iv 2

1

deg .    

Доказательство. Поскольку каждое ребро  инцидентно двум 

вершинам, оно добавляет двойку к сумме степеней этого графа. 

Поэтому суммарное число всех  равно m2 . Теорема 1.1 доказана. 

Теорема 1.2. Число  вершин  нечѐтной степени в любом графе 

чѐтно. 
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Доказательство. Пусть число  вершин в графе G  равно Vn
.   

Не нарушая общности предположим, что степени первых s вершин   

s
vvv ,...,,

21  - чѐтны, а степени оставшихся 
sn

    вершин    

nss vvv ,...,, 21   нечѐтны. Тогда можно записать  

 


n

si
i

s

i
i

n

i
i vvv

111

degdegdeg       

Из теоремы 1.1 следует, что сумма в левой части  равенства - 

чѐтное число, первая сумма в правой части - чѐтное число, по-

скольку каждый  член этой суммы также является чѐтным числом. 

Отсюда следует, что вторая сумма  должна быть чѐтным числом. 

Однако, это число состоит из нечѐтных слагаемых чисел. Поэтому 

количество таких чисел должно быть чѐтным числом. Теорема 1.2. 

доказана. 

Список степеней вершин графа называется его степенной  

последовательностью. Порядок членов в этой последовательности 

роли не играет. Вершина степени 0 называется изолированной, 

вершина степени 1 - концевой (или висячей). Ребро, инцидентное 

концевой вершине, также называется концевым. Вершина графа, 

смежная с каждой другой его вершиной называется доминирую-

щей. 

Число дуг, которые имеют вершину vi своей начальной верши-

ной, называется полустепенью исхода вершины vi, и, аналогично, 

число дуг, которые имеют vi своей конечной вершиной, называется 

полустепенью захода вершины vi. Таким образом, на рис. 1.13 по-

лустепень исхода вершины x6, обозначаемая через 







60 vd , равна 

2)6( vГ , и полустепень захода вершины v6, обозначаемая через 









6vtd , равна 1)6(1  vГ . 

 Совершенно очевидно, что сумма полустепеней захода всех 

вершин графа, а также сумма полустепеней исхода всех вершин 

равны общему числу дуг графа G, т. е. 

 
 

n

i

n

i
it mvdivd

1 1
0 ,)()(     (1.2) 

где п — число  вершин и т — число дуг графа G. 

 Для неориентированного графа G=(X, Г) степень вершины xi 

определяется аналогично - с помощью соотношения )()( ii vÃvd  , и 
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когда не может возникнуть недоразумений, мы будем обозначать 

степень вершины vi через di. 

  

Задачи и упражнения 

1. а) В графе n вершин. Сколько в нем может быть ребер?  б) В 

графе 25 ребер. Сколько в нем может быть вершин? 

2. Существует ли граф на 8 вершинах, в котором 23 ребра и есть 

вершина степени 1? 

3. Привести пример графа, имеющего п вершин и (n - 1)(n - 2)/2 

ребер. 

4. Можно ли нарисовать на плоскости 9 отрезков так, чтобы 

каждый пересекался ровно с тремя другими? 

5. Матрица А размера п х n состоит из 0 и 1. Известно, что на 

главной диагонали стоят нули aii=0, а матрица симметрична   (aij = 

aji). Докажите, что количество строк матрицы А, в которых 

находится нечетное количество единиц, четно. 

5. Докажите, что сумма степеней вершин равна удвоенному числу 

ребер. 

6. Приведите пример графа (или докажите, что его не существует), 

степени вершин которого равны 

а) (1.1,1,2,3,3,4); 

б) (1,1,1,2,3.3,3): 

и)  (1.1.3,3,3,3,6); 

г)  (5,5,1,7,7,7,7); 

д)  (4,4,1,4,4,5,5): 

е) (1,1.2.2.2.6,6). 

7. Может ли в государстве, в котором из каждого города выходит 3 

дороги, быть  ровно 100 дорог? 

8. Докажите, что в графе существуют, по крайней мере, 2 

вершины, степени которых равны. 

9. Докажите, что не существует многогранника, у которого было 

бы ровно семь ребер.   

10. В парламенте 200 депутатов. В процессе заседания произошло 

200 потасовок, в каждой из которой участвовали некоторые два 

депутата. Докажите, что можно объединить в комиссию 67 

депутатов, из которых никакие два не выясняли между собой 

отношения в потасовке. 
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1.6. Операции над графами 
Удаление вершины или ребра, а также переход к подграфу - 

это операции, с помощью которых можно из имеющегося графа 

получать другие графы с меньшим числом элементов. Известны 

также операции, позволяющие, наоборот, получать из имеющихся 

графов «большие» графы. Такова, например, операция добавления 

ребра: если вершины и, v графа G не смежны, то можно опреде-

лить граф G +е, где е = uv. Одной из наиболее важных является 

операция объединения.  

Граф Н называется объединением (или наложением) графов F 

и G, если VH = VF U VG и ЕН = EF U EG. В этой ситуации пишут Н = 

F U G. Объединение F U G называется дизъюнктным, если VF VG 

= Ø. Аналогично определяются объединение и дизъюнктное объ-

единение любого множества графов, причем в последнем случае 

никакие два из объединяемых графов не должны иметь общих 

вершин. 

Пусть Gi =(Vi, E i) (i = 1,2) - два графа. Произведением 

GGG  21  называется граф, для которого 21 VVVG  - декартово 

произведение множеств вершин исходных графов, a  EG определя-

ется следующим образом: вершины и1, u2  и  v1, v2 смежны в графе 

G тогда и только тогда, когда или и1=v1, а и2 и v2 смежны в G2, или 

и2=v2, а и1 и v1 смежны в G1: 

1
2

2
1

21
2121 , GG EGEGGGEGGGG  . 

С помощью операции произведения вводится важный класс 

графов - n -мерные кубы.  Определим  п- мерный куб Qn рекуррент-

но: 1, ,1221   nQKQKQ nn . 

  Очевидно, что Qn - граф порядка 2
n
, вершины которого можно 

представить (0, 1)-векторами длины п таким образом, что две вер-

шины будут смежны тогда и только тогда, когда соответствующие 

векторы различаются ровно в одной координате. Поскольку каж-

дая вершина п - мерного куба инцидентна п ребрам, то число его 

ребер равно  n2
n-1

.  

Еще одна операция - отождествление (или - слияние) вершин. 

Пусть и , v - две вершины графа G, Н = G - и - v. К графу Н присо-

единим новую вершину v', соединив ее ребром с каждой из вер-

шин, входящих в объединение окружений вершин и , v в графе G. 
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Рис.1.18. Граф 1G .  Рис.1.19. Граф 2G ,полученный из 1G  

слиянием вершин 53,vv . 

  Говорят, что построенный граф получается из графа G 

отождествлением вершин и , v.  

Рассматривается также операция стягивания ребра.  

Стягивание ребра uv означает отождествление смежых вер-

шин и , v. Граф G называется стягиваемым к графу Н, если Н по-

лучается из G в результате некоторой последовательности стяги-

ваний ребер.  

Легко видеть, например, что граф Петерсена стягиваем к K5 и, 

стало быть, к любому Кп с п < 5. Очевидно, что любой непустой 

связный граф, отличный от К1, стягиваем к К2. Но уже не любой 

связный граф стягивается к графу К3.  

Например, простая цель Рп  не стягивается к К3. Естественно 

возникает параметр η(G) - максимум порядков полных графов, к 

которым стягивается граф G. Параметр η(G) называется числом  

Хадвигера  графа. G. Это число связано с проблемой четырех кра-

сок . 

В определенном смысле двойственной к операции стягивания 

ребра является операция расщепления вершины.  

Пусть v - одна из вершин графа G. Разобьем ее окружение про-

извольным образом на две части М и N и выполним следующее пре-

образование графа G: удалим вершину v вместе с инцидентными ей 

ребрами, добавим новые вершины и , w и соединяющее их ребро uw, 

вершину и соединим ребром с каждой вершиной из множества М, а 

вершину v - с каждой вершиной из множества N. Полученный в ре-

зультате граф обозначим символом G . Будем говорить, что G  по-

лучается из графа G расщеплением вершины v. 
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Задачи и упражнения 
1. Для приведенных на рис. 1.20. графов G1  и G2 найти 

21 GG  , 21 GG  ,  21 GG  . 

                     a)                                                        b) 

            c)                                                             d) 

Рис. 1.20. 

 

1.7. Маршруты, цепи, циклы 

Чередующаяся последовательность 

v1, e1, v2, e2, ..., el, vl+1                      (1.3) 

вершин и ребер графа, такая что еi == vivi+1 (i =1,…, l), называется 

маршрутом, соединяющим вершины v1 и vl+1 (или (v1, vl+1) - марш-

рутом). Очевидно, что маршрут (1.3) можно задать последова-

тельностью 

v1, , v2, ..., vl+1         (1.4) 

его вершин, а также последовательностью 

e1, e2, ..., el         (1.5) 

ребер. Маршрут называется цепью, если все его ребра различны, и 

простой цепью, если все его вершины, кроме, возможно, крайних, 

различны. Маршрут (1.5) называется циклическим, если v1=vl+1 

Циклическая цепь называется циклом, а циклическая простая цепь 

— простым циклом. Число l ребер в маршруте (1.4) называется его 

длиной. Простой цикл длины l называется l-циклом, 3-цикл часто 

называют треугольником. Длина всякого цикла не менее трех, если 

речь идет о простом графе, поскольку в таком графе нет петель и 

кратных ребер. Минимальная из длин циклов графа называется его 

обхватом. 

Пусть  Р - некоторая цепь вида (1.4) в графе G, vi и vj, - входя-

щие в нее вершины, i < j. Очевидно, что часть vi, , vi+1, ..., vj, цепи 
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Р, начинающаяся в вершине vi и заканчивающаяся в вершине vj , 

сама является цепью графа G. Эта цепь называется  

(vi, vj ) - подцепью  цепи Р. 

Для ориентированного графа вводится понятие ориентирован-

ного маршрута - это последовательность вида (1.5), в которой ei = 

( vi, , vi+1). Аналогом цепи в этой ситуации служит путь (ориенти-

рованная цепь). Вершина v называется   достижимой из вершины и 

если существует (и,v)-путь. Поскольку при  и  v  произвольный  

(и,v) - маршрут, не являющийся простой цепью, превращается в 

простую  (и,v) - цепь после устранения   «лишних кусков», то вер-

но 

Утверждение 1.1.При u   v всякий (и, v) -маршрут содержит 

простую (u,v)-цепь. 

Утверждение 1.2. Всякий цикл содержит простой цикл. 

Утверждение 1.3. Объединение двух несовпадающих простых 

(u, v)-цепей содержит простой цикл. 

Утверждение 1.4. Если С и D - два несовпадающих простых 

цикла, имеющих общее ребро е, то граф (CZ)-e также содержит 

простой цикл. 

Путем (или ориентированным маршрутом) ориентированного 

графа называется последовательность дуг, в которой конечная 

вершина всякой дуги, отличной от последней, является начальной 

вершиной следующей. 

 
Рис. 1.21. Орграф. 

 

Так, на рис. 1.21  последовательности дуг 

,,,,, 48956 aaaaa        (1.6) 
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,
9561

,,, aaaa        (1.7) 

46109561 ,,,,,, aaaaaaa       (1.8)  

являются путями. 

Дуги   ,,,
jiji vvvva   имеющие общие концевые вершины, 

называются смежными.  

Две вершины jv  и iv  называются смежными, если какая -

нибудь из двух дуг  ji vv ,  и  ij vv ,  или обе одновременно присут-

ствуют в графе. Так, например, на рис. 1.21 дуги 
63101

 , ,, aaaa , как 

и вершины 5v  и 3v , являются смежными, в то время как дуги 
51

, aa  

или вершины 
41

 , vv  не являются смежными. 

Ориентированной цепью (или, короче, орцепью) называется 

такой путь, в котором каждая дуга используется не больше одного 

раза. Так, например, приведенные выше пути (1.6) и (1.7) являются 

орцепями, а путь (1.8) не является таким, поскольку дуга 6а  в нем 

используется дважды. 

Простой орцепъю называется такой путь, в котором каждая 

вершина используется не более одного раза. Например, путь (1.7) 

является простой орцепью, а пути (1.6) и (1.8) — нет. Очевидно, 

что простая орцепь является также орцепью, но обратное утвер-

ждение неверно. Например, путь (1.6) является орцепью, но не 

простой орцепью, путь (1.7) является орцепью и простой орцепью, 

а путь (1.8) не является ни орцепью, ни простой орцепью.  

Маршрут есть неориентированный «двойник» пути, и это по-

нятие рассматривается в тех случаях, когда можно пренебречь 

направленностью дуг в графе. Таким образом, маршрут есть по-

следовательность ребер ,21 ,...,, qààà  в которой каждое ребро ià  ис-

ключением, возможно, первого и последнего ребер, связано с реб-

рами 11      è     ii àà  своими двумя концевыми вершинами. После-

довательности дуг 

,,,, 10842 àààà       (1.9) 

34872 ,,,, ààààà       (1.10) 

2784710 ,,,,, àààààà      (1.11) 

в графе, изображенном на рис. 1.22, являются маршрутами; черта 

над символом дуги означает, что ее ориентацией пренебрегают, т. 

е. дуга рассматривается как неориентированное ребро. 
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Рис. 1.22. Взвешенный орграф. 

 

Можно  определить цепи и простые цепи. Так, например, 

маршрут (1.9) есть цепь и простая цепь, маршрут (1.10) — цепь, но 

не простая цепь, а маршрут (1.11) не является ни цепью, ни про-

стой цепью. Путь или маршрут можно изображать также последо-

вательностью вершин. Путь (1.6) можно представить также после-

довательностью вершин 
68

,
3452

,,,, vvvvvv  .  

Иногда дугам графа G дуге  ji vv ,  ставится в соответствие не-

которое число ,
ij

ñ   называемое весом, или длиной, пли стоимо-

стью (ценой) дуги. Тогда граф G называется графом  с взвешен-

ными дугами. Иногда веса (числа vi) приписываются вершинам vi 

графа, и тогда получается граф с взвешенными вершинами. Если в 

графе веса приписаны и дугам, и вершинам, то он называется про-

сто взвешенным. 

При рассмотрении пути  , представленного последовательно-

стью дуг ,21 ,...,, 







qààà  за его вес (или длину, или стоимость) при-

нимается число  l , равное сумме весов всех дуг, входящих в  , 

т.е.   



),(

.

j
x

i
x

ijcl  

Длиной (или мощностью) пути   называется число  его дуг. 

Петлей называется дуга, начальная и конечная вершины кото-

рой совпадают. На рис. 1.22, например, дуги 52  , aa  - петли. 
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Путь 
q

ааа ,...,,
21

 называется замкнутым, если в нем начальная 

вершина дуги 1à  совпадает с конечной вершиной дуги qа . 

Так, например, в графе, приведенном на рис. 1.22, последова-

тельности дуг 

,
1163

,, ааа       (1.12) 

,
912174311

,,,,,, ааааааа      (1.13) 

11910743
,,,,, аааааа      (1.14) 

являются замкнутыми путями. 

Пути (1.12) и (1.13) являются замкнутыми простыми орцепями 

(контурами, или простыми орциклами), поскольку в них одна и та 

же вершина используется только один раз (за исключением 

начальной и конечной вершин, которые совпадают), а путь (1.13) 

не является контуром, так как вершина х1 используется в нем два-

жды. Контур, проходящий через все вершины графа, имеет особое 

значение и называется гамильтоновым контуром. Конечно, не все 

графы обладают гамильтоновыми контурами. Так, например, кон-

тур (1.9) является гамильтоновым контуром графа, приведенного 

на рис. 1.22, а граф на рис. 1.21 не имеет гамильтоновых контуров, 

поскольку не существует такой дуги, для которой х1 была бы ко-

нечной вершиной. 

Замкнутый маршрут является неориентированным двойником 

замкнутого пути. Таким образом, замкнутый маршрут является 

маршрутом ,
21
,...,,

q
vvv  в котором совпадают начальная и конечная 

вершины, т. е. в котором qxx 1 .  
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Задачи и упражнения 

1.  Докажите, что если в графе больше 5 вершин, либо сам граф, 

либо его дополнение содержат цикл длины 3.  

2.  Приведите пример графа на 5 вершинах, для которого 

утверждение предыдущего пункта неверно. 

3.  Сколько вершин должно быть в графе, чтобы либо он сам, либо 

его дополнение обязательно содержали хоть какой-нибудь 

цикл? 

4.  Степень каждой из 20 вершин графа G не меньше14. Докажите, 

что найдется 4 вершины, попарно соединенные между собой. 

(Научно: в G есть подграф, изоморфный К4.) 

5.  В простом связном графе п  вершин, n>7, и степени всех вершин 

равны 3. Докажите, что в этом графе  есть простой путь длины 

6. 

6.  Доказать, что минимальное количество ребер в простом связном 

графе с п вершинами равно n - 1. 

7.  Доказать, что каждый связный граф с п вершинами и не менее, 

чем с п ребрами, имеет цикл, а если ребер ровно п, то этот цикл 

единственный. 

8.  В графе все вершины имеют степень 3. Докажите, что в нем есть 

цикл. 

9.  Пусть каждая вершина графа G без петель имеет степень не 

менее 3. Доказать, что граф имеет цикл четной длины. 

(Указание: рассмотреть максимальный путь.) 

 

1.8. Связность и компоненты  

Две вершины Vvv
ji
,  графа  EVG ,  называются связанны-

ми, если в нѐм существует  ji vv , маршрут. Вершина связана  са-

ма с собой.  

Учитывая утверждение 1.1, в этом определении можно заме-

нить маршрут цепью или простой цепью. 

Граф   EVG ,  называется связным, если каждая пара различ-

ных вершин  Vvv
ji
, связана. Пусть V - множество вершин графа 

G . Говорят, что подмножества nVVV ,...,, 21  образуют разбиение 

множества V , если 

1)  ji VV Ø, ji , qji ,...,2,1,  ; 
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2) 
q

r
r VV

1

 . 

Если разбиение nVVV ,...,, 21  удовлетворяет условию 

hVr  , qr ,...,2,1 , то оно называется h - разбиением множества V . 

Разбиения множества V называют упорядоченными, если равен-

ство разбиений 
q

r
rVV

1

  и 
q

r
rVV

1


 означают, что 

qrVV rr ,...,2,1,  . 

Если граф  EVG ,  – не является связным, то его множество V  

вершин можно разбить на такие подмножества pVVV ,...,, 21 , что 

вершинно - порождѐнные подграфы piVi ...,2,1, 
 
связны, и ника-

кая вершина iVv
k
  не связана ни с какой вершиной jiVv jm  , . 

При этом подграфы piVi ...,2,1,   называются компонентами графа 

 EVG , . Из определения следует, что компонента связности графа 

G  является его максимальным связным  подграфом. Например, на 

рис. 1.23    граф G - не связный и имеет 4  компоненты.   

 
Рис.1.23.  Граф G  и его компоненты 4,3,2,1, iG

i
. 

Теорема 1.3. В связном графе  EVG ,  любые две цепи макси-

мальной длины имеют общую вершину.   

Доказательство. Пусть 
21

, PP  - две цепи максимальной длины в 

графе G: ),...,,...,,,(
2101 kj

vvvvvP  , ),...,,...,,,( '
2

'
1

'
02 kj

vvvvvP  . Подцепи  

21, PP -цепей обозначим через: ),(
01,1 i

vvP  - цепь, ),(
2,1 ki

vvP  -цепь, 

),( '
01,2 j

vvP  - цепь, ),( '
2,2 kj

vvP  -цепь, причѐм 1,11
Pt  ,  2,12

Pt  , 

1,2
'
1

Pt  , 2,2
'
2

Pt  - длины этих цепей соответственно (рис. 1.24).  
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Рис. 1.24. К доказательству теоремы 1. 3. 

 

Теорему 1.3 докажем от противного. Предположим, что цепи 

21, PP  не имеют общую вершину,  т.е. 
21

PP  Ø. Поскольку  граф 

G  связный, то для некоторых kii 0,  существует ),(
ji

vv - цепь, 

соединяющая вершины 21
, PvPv

ji
 . Обозначим еѐ через 

 1P , причѐм 
Pt   - длина цепи 

P . Не ограничивая общно-

сти, предположим, что выполняются неравенства: 
'
22

'
11
; tttt  . То-

гда в графе G  существует цепь 1,21,1
PPP 

 , длина которой 

больше длины максимальной цепи: 

2
'
2

'
1

'
211,21,1

PtttttPPP  
 . Получили противоречие. 

Теорема 1.3 доказана. 

 
Рис.1.25. Связный граф. 

 

Утверждение 1.5. Для связности графа необходимо и доста-

точно, чтобы в нем для какой-либо фиксированной вершины и 

каждой другой вершины v существовал (u, v)-маршрут. 

Всякий максимальный связный подграф графа G называется 

связной компонентой (или просто компонентой) графа G. Слово 

«максимальный» означает максимальный относительно включе-

ния, т.е. не содержащийся в связном подграфе с большим числом 

элементов. Множество вершин связной компоненты называется 

областью связности графа. 
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Утверждение 1.6. Каждый граф представляется в виде дизъ-

юнктного объединения своих связных компонент. Разложение 

графа на связные компоненты определено однозначно. 

Утверждение 1.7. Для любого графа либо он сам, либо его до-

полнение является связным. 

Лемма 1.3. Пусть G — связный граф, е EG. Тогда: 

1) если ребро е принадлежит какому-либо циклу графа G, то 

граф G — е связен; 

2) если ребро е не входит ни в какой цикл, то граф G — е име-

ет ровно две компоненты. 

Ниже число ребер и число компонент графа G обозначаются 

через m(G) и k(G) соответственно. 

 

Лемма 1.4.  Если k(G)=k для n -вершинного графа G, то 

21 /)kn)(kn()G(mkn   ,         (1.15) 

причем обе эти оценки для m(G) достижимы. 

Следствие 1.1. При фиксированных n и nk   среди графов G 

порядка n с k(G)=k существует только один граф, а именно, 

11   knk KOG , с максимальным числом ребер. 

 

1.9. Сильная связность 

Ориентированный граф называется сильно связным или силь-

ным, если для любых двух различных вершин iv  и jv  
 существует по крайней мере один путь, соединяющий iv  с jv . Это 

определение означает также, что любые две вершины такого графа 

взаимно достижимы. 

Ориентированный граф называется односторонне связным или 

односторонним, если для любых двух различных вершин iv  и jv  

существует по крайней мере один путь из iv  в jv  или из jv в iv  (или 

оба одновременно).  

Ориентированный граф называют слабо связным или слабым, 

для любых двух различных вершин графа существует, по крайней 

мере, один маршрут, соединяющий их. 

Если для некоторой пары вершин орграфа не существует 

маршрута, соединяющего их, то такой орграф называется несвяз-

ным. Пусть дано некоторой свойство Р, которым могут обладать 

графы.  
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Максимальным подграфом графа G относительно свойства Р 

называется порожденный подграф sX  графа G, обладающий этим 

свойством и такой, что не существует другого порожденного под-

графа '
sX , у которого '

sXsX  , и который также обладает свой-

ством Р.  

Так, например, если в качестве свойства Р взята сильная связ-

ность, то максимальным сильным подграфом графа G является 

сильный подграф, который не содержится в любом другом силь-

ном подграфе. Такой подграф называется сильной компонентой 

графа G.  

Аналогично, односторонняя компонента представляет собой 

односторонний максимальный подграф, а слабая компонента — 

максимальный слабый подграф. 

 
Рис. 1.26. Граф: (а) cильно связный,  

(б) односторонне связный (в) слабо связный, (г) несвязный. 

 

Например, в графе G, приведенном на рис. 1.26(6), подграф 

 6541 ,,, xxxx  является сильной компонентой графа G. С другой 

стороны, подграфы  61, xx  и  651 ,, xxx  не являются сильными 

компонентами (хотя и являются сильными подграфами), поскольку 

они содержатся в графе  6541 ,,, xxxx  и, следовательно, не макси-

мальные. В графе, показанном на рис. 1.26(в). подграф  541 ,, xxx  
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является односторонней компонентой. В графе, приведенном на 

рис. 1.26(г), оба подграфа  651 ,, xxx  и  651 ,, xxx  являются слабы-

ми компонентами, и у этого графа только две такие компоненты.  

Из определений следует, что односторонние компоненты гра-

фа могут иметь общие вершины. Сильная компонента должна со-

держаться, по крайней мере, в одной односторонней компоненте, а 

односторонняя компонента содержится в некоторой слабой компо-

ненте данного графа G. 

 

 

Задачи и упражнения 

1. Связность графа и связность БО. Пусть для вершин связного 

графа G на п вершинах выполнено следующее свойство: если а 

соединена с b, а b соединена с с, то а соединена с  с. Найдите 

число ребер графа. 

2. В 15-этажном доме имеется лифт с двумя кнопками: ”+7” и '’-9’’. 

Можно ли проехать с этажа на любой? 

3.  Докажите, что граф с п вершинами, степень каждой из которых 

не менее ( n-1)/2, - связен. 

4. Граф со 100 вершинами имеет 98 вершин степени 30, и по одной 

вершине степеней 25 и 15. Обязательно ли он будет связен? 

Докажите, что вершины степеней 25 и 15 лежат в одной 

компоненте связности. 

5.  В связном графе степени всех вершин четные. Докажите, что 

граф останется связным и после удаления любого из ребер. 

6. В графе никакие два цикла не имеют общих вершин. Может ли в 

таком графе быть 3 цикла, 16 вершин и 17 ребер? 

7. В графе 8 вершин и 22 ребра. Верно ли. что этот граф- связный? 

8. Обобщая, а) Сколько ребер может быть у связного графа на п 

вершинах? б) Скольких ребер заведомо достаточно, чтобы граф 

был связен? 

9. а) Каждое из ребер полного графа с 6 вершинами покрашено в 

один из двух цветов. Докажите, что есть три вершины, все ребра 

между которыми - одного цвета. 

10. Составить программу которая проверяет граф на связность. Если 

он несвязный, то найти  число компонент связанности. 
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Рис. 1.27. Ориентированный граф G. 

 

 

1.10. Матрицы достижимостей 

Матрица достижимостей R = [rij] определяется следующим об-

разом: 






случае. противном в ,0

, из достижима  вершина если ,1 ij
ij

xx
r  

Множество вершин R(xi) графа G, достижимых из заданной 

вершины xi, состоит из таких элементов xj, для которых ijr  в мат-

рице достижимостей равно 1. Все диагональные элементы в мат-

рице R равны 1, поскольку каждая вершина достижима из себя са-

мой с помощью пути длины 0. 

Поскольку Г(xi) является множеством таких вершин xj , кото-

рые достижимы из xi с использованием путей длины 1, то Г(xi) яв-

ляется множеством вершин, для которых в графе существуют дуги 

(xi, xj). Соответственно множество Г(Г(xi)) = Г
2
(xi) состоит из вер-

шин, достижимых из xi с использованием путей длины 2. Анало-

гично Г
p
(xi) является множеством вершин, которые достижимы из 

xi с помощью путей длины р. Так как любая вершина графа G, ко-

торая достижима из xi должна быть достижима с использованием 

пути (или путей) длины 0, 1, 2, …, р (число р меньше числа вер-

шин в графе), то множество вершин достижимых из xi, можно 

представить в виде 

R(xi)={xi}Г(xi)Г
2
(xi)…Г

p
(xi).    (1.16) 

Таким образом, множество R(xi) может быть получено после-

довательным выполнением (слева направо) операций объединения 

в соотношении (1.16), до тех пор, пока текущее множество не пе-

рестанет увеличиваться по мощности при очередной операции 
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объединения. С этого момента последующие операции не будут 

давать новых членов множеству и, таким образом, будет образова-

но достижимое множество R(xi). 

Матрицу достижимостей можно построить следующим обра-

зом. Находим достижимые множества R(xi) для всех вершин xi  X 

способом, приведенным выше. Положим rij=1, если хj  R(xi), и 

rij=0 в противном случае. Полученная таким образом матрица R 

является матрицей достижимостей. 

Матрица контрдостижимостей Q = [qij] определяется следую-

щим образом: 










случае. противном в ,0

,  вершины из достижима   вершинаесли ,1 jxix

ij
q  

Контрдостижимым множеством Q(xi) графа G является множе-

ство таких вершин, что из любой вершины этого множества до-

стижимы вершины xi. Аналогично построению достижимого мно-

жества R(xi) на основе соотношения (1.16) можно сформировать 

множество Q(xi), используя следующее выражение: 

Q(xi) = {xi}Г
-1

(xi)Г
-2

(xi)…Г
-p

(xi),   (1.17) 

где  Г
-2

(xi) = Г
-1

(Г
-1

(xi)) и т. д. Операции выполняются слева напра-

во до тех пор, пока очередная операция объединения не перестанет 

изменять текущее множество Q(xi). 

Следует заметить, что столбец xi матрицы Q совпадет со стро-

кой xi матрицы R, т. е. Q = R
T
, где R

T
 – матрица, транcпонированная 

к матрице достижимостей R. 

Пример 1.8.Найти матрицы достижимостей и обратных дости-

жимостей для графа G, приведенного на рис. 1.28.  

1
x

2
x

3
x

5
x 4x

6
x 7

x

 
Рис. 1.28. Ориентированный граф G. 

Матрица смежности данного графа имеет вид 
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0000011x7

0010000x6

0001000x5

0000000x4

1001001x3

0000100x2

0000001x1

x7x6x5x4x3x2 x1    

A  

 

Множества достижимостей найдем с помощью (1.16): 

R(x1)={x1}{x1} ={x1} 

R(x2)={x2}{x3}{x1, x4, x7}{x2, x4}{x1}={x1, x2, x3, x4, x7} 

R(x3)={x3}{x1, x4, x7}{x1, x2}{x1, x3}={x1, x2, x3, x4, x7} 

R(x4)={x4}={x4} 

R(x5)={x5}{x4}={x4, x5} 

R(x6)={x6}{x5}{x4}={x4, x5, x6} 

R(x7)={x7}{x1, x2}{x1, x3}{x1, x4, x7}{x1, x2}={x1, x2, x3, x4, x7}. 

Следовательно, матрицы достижимостей и обратных достижимо-

стей имеют вид 



































1000110x7

0100000x6

0110000x5

1111110x4

1000110x3

1000110x2

1000111x1

x7x6x5x4x3x2x1

TRQ  

Нахождение матриц R и Q с вычислительной точки зрения явля-

ется довольно простой задачей, поскольку объединение множеств в 

соответствии с выражениями (1.16) и (1.17) и сравнение текущих 

множеств после каждого объединения, проводимое для выяснения 

необходимости продолжения процесса построения соответствующих 

множеств - все это можно осуществить в математических пакетах и 

системах программирования. 

Так как R(xi) является множеством вершин, достижимых из xi, 

a Q(xj) - множеством вершин, из которых можно достигнуть xj, то 

R(хi)Q(xj) - множество таких вершин, каждая из которых принад-

лежит, по крайней мере, одному пути, идущему от хi к хj. Эти вер-

шины называются существенными относительно двух концевых 
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вершин хi и хj. Все остальные вершины хk R(хi)Q(хj) называются 

несущественными, поскольку их удаление не влияет на пути от хi к 

хj. 

Матрицы достижимостей и обратных достижимостей, опреде-

ленные выше, являются полными в том смысле, что на длины пу-

тей от хi к хj не накладывались никакие ограничения. С другой сто-

роны, можно определить матрицы ограниченных достижимостей и 

контрдостижимостей – надо потребовать, чтобы длины путей не 

превышали некоторого заданного числа. Эти ограниченные матри-

цы тоже могут быть построены с помощью соотношений (1.16) и 

(1.17) – надо действовать точно так, как раньше, при нахождении 

неограниченных матриц, но только теперь р будет верхней грани-

цей длины допустимых путей. 

 

 1.11. Нахождение сильных компонент 

 и построение конденсации 

Сильная компонента (СК) графа G является максимальным 

сильно связным подграфом графа G. Поскольку в сильно связном 

графе произвольная вершина xj достижима из любой другой вер-

шины xi, то в ориентированном графе существует одна и только 

одна СК, содержащая данную вершину хi. В самом деле, если бы 

вершина хi принадлежала двум или большему числу сильных ком-

понент, то существовал бы путь из любой вершины одной СК в 

произвольную вершину другой СК и, следовательно, объединение 

этих сильных компонент было бы сильно связным графом, что 

противоречит определению СК. 

Если вершина хi одновременно является начальной и конечной 

вершиной пути, то множество вершин, существенных относитель-

но этих двух идентичных концов (т.е. множество вершин некото-

рого цикла, содержащего хi), совпадает с пересечением R(хi)Q(хi). 

Поскольку все эти существенные вершины достижимы из хi и, 

кроме того, из каждой такой вершины достижима вершина хi, то 

все они взаимно достижимы. Более того, если нет другой вершины, 

существенной относительно концов хi и хi, то множество 

R(хi)Q(хi), которое может быть построено с использованием со-

отношений (1.16) и (1.17) однозначно определяет СК графа G, со-

держащую вершину хi. 

Если эти вершины удалить из графа G=(X, Г), то в оставшемся 

порожденном подграфе G' = <X – R(хi)Q(хi)> можно таким же 
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способом выделить новую СК, содержащую хj  X – R(хi)Q(хi). 

Эту процедуру можно повторять до тех пор, пока все вершины 

графа G не будут сгруппированы в соответствующие СК. После 

завершения этой процедуры граф G будет разбит на свои сильные 

компоненты. 

Граф G*=(X*, Г*) называют конденсацией графа G и опреде-

ляют следующим образом: каждая его вершина представляет мно-

жество вершин некоторой сильной компоненты графа G, дуга (хi*, 

хj*) существует в G* тогда и только тогда, когда в G существует 

дуга (хi, хj), такая, что хi принадлежит компоненте, соответствую-

щей вершине хi*, а хj – компоненте, соответствующей вершине хj*. 

Конденсация G* не содержит циклов, поскольку наличие цик-

ла означает, что любые вершины этого цикла взаимно достижимы, 

а поэтому совокупность всех вершин цикла принадлежит некото-

рой СК в G* и, следовательно, содержится в СК графа G, что про-

тиворечит определению конденсации, в силу которого вершины из 

G* соответствуют СК в G. 

Пример 1.9. Для графа G, приведенного на рис. 1.29  найти 

сильные компоненты и построить конденсацию G*. 

Из соотношений (1.16) и (1.17) получаем: 

R(х1)={х1, х2, х3, х4}, R(х2)={х1, х2, х3, х4}, R(х3)={х1, х2, х3, х4}, 

R(х4)={х1, х2, х3, х4}, R(х5)={х1, х2, х3, х4, х5}, R(х6)={х1, х2, х3, х4, х6, 

х7, х8, х9, х10}, R(х7)={х1, х2, х3, х4, х6, х7, х8, х9, х10}, R(х8)={х8}, 

R(х9)={х1, х2, х3, х4, х6, х7, х8, х9, х10}, R(х10)={х8, х10} и Q(х1)={х1, х2, 

х3, х4}, Q(х2)={х1, х2, х3, х4}, Q(х3)={х1, х2, х3, х4}, Q(х4)={х1, х2, х3, 

х4}, Q(х5)={х5}, Q(х6)={х6, х7, х9}, Q(х7)= {х6, х7, х9}, Q(х8)= {х8}, 

Q(х9)= {х6, х7, х9}, Q(х10)={х10}. 
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Рис. 1.29. Ориентированный граф G. 

 

Найдем СК в G, содержащую вершину х1. 

<R(х1)Q(х1)>=<{х1, х2, х3, х4}>. 
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Аналогично, СК, содержащая вершину х6, есть порожденный 

подграф <{х6, х7, х9}>, СК содержащая х5 - подграф <{х5}>, СК, со-

держащая х8 - подграф <{x8}> и СК, содержащая x10 - подграф 

<{x10}>. Следует отметить, что три последних СК состоят из един-

ственной вершины графа G. Конденсация G* приведена на рис. 

1.30. 
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Рис. 1.30. Граф G* - конденсация графа G. 

 

Процедуру, описанную выше и связанную с нахождением СК 

графа, можно сделать более удобной, если непосредственно ис-

пользовать матрицы достижимостей R и контрдостижимостей Q. 

Выполним поэлементное умножение матриц R и Q (RQ). Строка 

xi матрицы RQ содержит единицы только в тех столбцах xj, для 

которых выполняется условие: вершины xi и xj взаимно достижи-

мы; в других местах строки xi стоят нули. Таким образом, две вер-

шины находятся в одной и той же СК тогда и только тогда, когда 

соответствующие им строки (или столбцы) в матрице RQ иден-

тичны. Вершины, которым соответствуют строки, содержащие 

единицу в столбце xj образуют множество вершин СК, содержащей 

хj: 
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Отсюда следует, что матрицу RQ можно преобразовать пу-

тем сортировки строк и столбцов в блочно-диагональную; каждая 

из диагональных подматриц этой матрицы соответствует СК графа 

G и содержит только единичные элементы; все остальные элемен-

ты блочно-диагональной матрицы равны нулю. Для приведенного 

ранее примера матрица RQ, преобразованная соответствующим 

образом, имеет вид 
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1.12. Базы и антибазы 

База В графа есть множество вершин, из которого достижима 

любая вершина графа и которое является минимальным в том 

смысле, что не существует собственного подмножества в В, обла-

дающего таким свойством достижимости. Если мы обозначим че-

рез R(В) множество вершин, достижимых из вершин множества В, 

т.е. если )()( ixR
Bix

BR

 , то В является базой тогда и только то-

гда, когда R(B) = X и B   B, R( B)X. 

Второе условие B   В, R( B)X эквивалентно утверждению: 

хj R(xi) для любых двух различных xi, xj  В, т.е. вершина из В не 

достижима из любой другой вершины В. 

Итак, базой является такое множество B вершин графа G, ко-

торое удовлетворяет следующим двум условиям: каждая вершина 

графа G достижима хотя бы из одной вершины множества B, и в B 

нет вершины, которая достижима из другой вершины множества В. 

Из этих двух условий получаются следующие утверждения: в 
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множестве В нет двух вершин, которые принадлежат одной и той 

же СК графа G и в любом графе без циклов существует единствен-

ная база; состоящая из всех вершин графа с полустепенями захода, 

равными 0. 

Таким образом, в силу этих утверждений база B* конденсации 

G* графа G состоит из таких вершин графа G*, полустепени захода 

которых равны нулю. Следовательно, базы графа G можно строить 

так: из каждой СК графа G, соответствующей вершине базы В* 

конденсации G* надо взять по одной вершине, т.е. если В* = {S1, 

S2, ..., Sm}, где т - число вершин-множеств Sj в базе В* графа G*, то 

базой B является произвольное множество {
miii xxx ...,,,

21
}, где 

jix  Sj. 

Антибаза B  есть множество вершин графа G, таких, что 













XBQBB

XxQBQ i
Bxi

)(,

)()(
 

т.е. B  есть такое минимально возможное множество вершин, что ка-

кова бы ни была вершина графа G, из нее достижима некоторая вер-

шина в B . Свойства антибаз аналогичны свойствам баз, надо только 

прямые понятия заменить на двойственные. 

Таким образом, антибаза конденсации G* есть множество 

вершин в G*, полустепени исхода которых равны 0, и антибазы 

самого графа G строятся из антибазы графа G* путем выбора по 

одной вершине в каждой вершине-множестве антибазы B * - по-

добно тому, как это делалось раньше для баз.  

Пример.1.10.Для графа G, приведенного на рис. 1.29, конден-

сация G* показана на рис. 1.30. Базой графа G* является множе-

ство {х2*, х3*}, поскольку х2* и х3* - единственные вершины в G* с 

полустепенями захода, равными 0. Базами графа G являются {х5, 

х6}, {х5, х7} и {х5, х9}. 

В примере с графом G, изображенным на рис. 1.29, конденса-

ция G* (рис. 1.30) содержит вершины х1* и х4* с полустепенью ис-

хода, равной 0. Таким образом, антибазой графа G* является мно-

жество {х1*, х4*}, а антибазами графа G являются множества {х8, 

х1}, {х8, х2}, {х8, х3} и {х8, х4}. 
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1.13. Применение к исследованию структуры организаций 

Если граф G представляет структуру руководства или влияний 

некоторой организации, то члены каждой сильной компоненты 

графа G имеют равную власть или равное влияние друг на друга, 

как это может быть, например, для случая комитета. Базу графа G 

можно интерпретировать как «коалицию», включающую 

наименьшее число лиц, обладающих властью над каждым членом 

организации. 

Пусть на множестве вершин, представляющих членов той же 

самой организации, построен новый граф G', отображающий кана-

лы связи, так что каждая дуга (xi, xj) означает, что xi может связы-

ваться с xj. Граф G', конечно, каким-то образом связан с графом G, 

но совсем не очевидным образом. Наименьшее число лиц, которые 

знают или могут получить все сведения об организации, образует 

одну из антибаз графа G'. Можно утверждать, что эффективная для 

управления этой организацией коалиция будет множеством лиц Н, 

определяемым следующим соотношением: ),()( GBGBH   где 

В(G) и В(G') - одна из баз графа G и одна из антибаз графа G', вы-

бранные так, чтобы |Н| (число людей в Н) было минимальным. 

Приведенное выше описание организации с использованием 

теории графов является упрощенным. Один из недостатков состоит 

в том, что нежелательно, чтобы лицо, не входящее в В, имело бы 

власть над лицом из В. 

Следовательно, можно определить сильную базу как такое 

множество вершин XBp  , что 

ppp BBQXBR  )(,)(  

и 

.)(, XBRBB p   

Вторая часть условия выражает тот факт, что только лица из Вр 

могут иметь власть над другими лицами, также принадлежащими 

Вр, и может быть заменено эквивалентным условием 

 pp BBXR )( . Это условие означает, что если вершина из 

СК графа G входит в Вр, то и каждая вершина из той же самой СК 

должна входить в Вр. Поскольку база в G* есть множество таких 

вершин, полустепени захода которых равны 0, т. е. ни одна из этих 

вершин не достижима ни из какой другой вершины графа, то силь-
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ная база в G есть объединение множеств вершин базы графа G*, 

т.е. 
*BS

jp

j

SB



 . 

Для графа, приведенного в примере на рис. 1.29, сильная база 

G есть {х5, х6, х7, х9}. Можно отметить, что, если этот граф пред-

ставляет организацию, то {х6, х7, х9} можно рассматривать как со-

вет директоров, обладающий властью над всеми множествами лиц 

x1
*
, x4

*
 и x5

*
, в то время как {х5} можно рассматривать сотрудника, 

имеющего власть над множеством лиц x1
*
. 

 

2. ДЕРЕВЬЯ 

 

Граф  G = (V,E) называется деревом, если он связный и не со-

держит циклов. Вершины степени 1 в дереве называют его листь-

ями.  Подграф G1 = (V1,E1)  графа  G = (V,E) называется остовным 

деревом, если G1 - дерево и V1 = V. 

Лемма  2.1. Любой (конечный) связный  граф  G = (V,E) со-

держит хотя бы одно остовное  дерево G1 = (V,E1). 

Доказательство. Если в G нет циклов, то положим G1 = G. Ес-

ли в G есть циклы, то удалим из G какое-нибудь ребро, входящее 

в цикл. Получится некоторый подграф G . По лемме 1.1 G - связ-

ный  граф. Если в G нет циклов, то положим G1 = G, иначе про-

должим этот процесс. Процесс должен завершиться, так как E - 

конечное множество. 

Лемма 2.2. Пусть в дереве G имеется p вершин и q ребер. То-

гда q= p-1. 

Доказательство. Так как G - связный  граф   G не содержит 

циклов, то p-q = 1 по лемме 1.4. Отсюда  q = p-1. 

Понятие дерева можно определить различными способами, что 

вытекает из следующей теоремы. 

Теорема 2.1. Пусть G = (V,E) - неориентированный  граф  без 

петель и кратных ребер, pV  , qE  . Тогда следующие условия 

эквивалентны: 

1) G - дерево; 

2) G - без циклов и 1 pq ; 

3) G - связный и 1 pq ; 

4) G - связный, но при удалении любого ребра становится не-

связным; 
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5) G - без циклов, но при добавлении любого нового ребра на 

тех же вершинах появляется цикл. 

Доказательство. Докажем следующие переходы 

)1)5)4)32)1)  , откуда будет следовать, что из любого 

условия вытекает любое другое. 

Переход 2)1) следует из леммы 2.2. Пусть теперь выполняет-

ся 2). Тогда по лемме 1.1 в G число связных компонент равно 

1 pq , то есть G - связный  граф. Отсюда следует переход 

)32) . Переход )4)3  вытекает из следствия к лемме 2.2. Пусть 

выполняется 4). Тогда если бы в G был цикл, то при удалении 

любого ребра из этого цикла G остался бы связным, согласно 

лемме 1.3. Это противоречило бы 4). Значит, G не имеет циклов. 

Вторая часть условия 5) вытекает, согласно лемме 1.2, из того, 

что G - связный. Таким образом, получаем, что )5)4  . Пусть вы-

полняется 5). Если при этом G - не связный  граф  и вершины u, v 

лежат в разных связных компонентах  графа  G, то добавление к G 

ребра (u,v), очевидно, не порождает циклов, что противоречит 5). 

Отсюда следует, что G - связный  граф , то есть )1)5  . Теорема 2.1 

доказана. 

Условия 4) и 5) показывают, что множество всех деревьев - это 

множество всех минимальных связных  графов  и, в то же время, 

множество всех максимальных  графов  без циклов. 

Для представления данных в информационных системах, в 

справочниках, при реализации алгоритмов поиска и в других при-

ложениях часто используются корневые деревья, то есть деревья с 

выделенной вершиной, именуемой корнем. Мы дадим следующее 

индуктивное определение корневого дерева. 

1) Граф, имеющий одну вершину v, которая выделена, и не 

имеющий ребер, является корневым деревом с корнем v. 

2) Пусть D1, D2, ... , Dm, где 1m - корневые деревья с корнями 

v1, v2, ... , vm. Пусть Di = (Vi, Ei) и  ji VV   при ji  . Пусть 

m
VVVVVv  ...

321
. Тогда  граф  D = (V,E), где 

 vVVVVV m ...321 , mEEEEE  ...321   и выделена 

вершина v, является корневым деревом с корнем v . 

3) Только такие  графы  называются корневыми деревьями, ко-

торые могут быть построены по 1) и 2). 
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Например, файловая структура в компьютере является корне-

вым деревом. При этом корню соответствует сам компьютер, 

вершинам второго яруса соответствуют диски A, B, C, D и т.д., 

вершинам третьего яруса соответствуют директории, вершинам 

следующих ярусов соответствуют поддиректории и файлы. 

 

Задачи и упражнения 

1. На рисунке представлены все деревья (связные графы без 

циклов) на 6 вершинах. Для каждого из этих графов найдите 

группу симметрий, разбиения множества вершин на орбиты 

этой группы, стабилизаторы каждой вершины и фиксаторы 

некоторых нар вершин (на Ваш выбор). 

2. Найдите группу симметрий 

а) Полного графа на п вершинах; 

б) цепи длины п; 

в) цикла длины п; 

г) каркаса куба. 

 

 
3. Группа симметрий графа — вся группа перестановок его 

вершин. Что это за граф? 

4.   а) Приведите пример графа, не имеющего симметрий, 

кроме тождественной, 

     б) Тот же вопрос при условии, что граф должен содержать 

цикл. 

5. Пусть в графе на п вершинах любую из вершин можно 

перевести в любую с помощью симметрии. Сколько центров 

может быть у этого графа? 

6. Группа симметрий графа — вся группа перестановок его 

вершин. Что это за граф? 

7. а) Приведите пример графа, не имеющего симметрий, кроме 

тождественной, 
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б) Тот же вопрос при условии, что граф должен содержать 

цикл. 

8. Пусть в графе на п вершинах любую из вершин можно 

перевести в любую с помощью симметрии. Сколько центров 

может быть у этого графа? 

  

2.1.Остовные деревья 

Существует несколько эквивалентных определений. Если            

G = (X, A) – неориентированный граф с n вершинами, то остовным 

деревом (остовом) графа G называется всякий остовный подграф 

графа G, являющийся деревом. Например, для графа G, показанно-

го на рис.2.1(а) графы на рис.2.1(б, в) являются остовами графа G. 

Остов графа G можно также рассматривать как минимальный 

связный остовный подграф графа G, где «минимальность» понима-

ется в том смысле, что никакое собственное подмножество ребер 

этого остова не образует связный остовный подграф графа G. 

 

 
Рис.2.1. Граф G и его остовы. 

 

Ориентированное дерево определяется аналогичным образом. 

Ориентированное дерево представляет собой ориентированный 

граф без циклов, в котором полустепень захода каждой вершины, 

за исключением одной (например, вершины x), равна единице, а 

полустепень захода вершины x (называемой корнем этого дерева) 

равна нулю. 

На рис.2.2 показан граф, который является ориентированным 

деревом с корнем в вершине x1. Из приведенного определения сле-

дует, что ориентированное дерево с n вершинами имеет n-1 дуг и 
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связно. Также очевидно, что не всякий ориентированный граф со-

держит остовное  ориентированное дерево. 

 
Рис.2.2. Ориентированное дерево. 

 

Неориентированное дерево можно преобразовать в ориентиро-

ванное: надо взять его произвольную вершину в качестве корня и 

ребрам приписать такую ориентацию, чтобы каждая вершина со-

единялась с корнем (только одной) простой цепью. Обратно, если 

T = (X, A) - ориентированное дерево, то ),( AXT  , где A  - множе-

ство дуг дерева T без учета их ориентации, является неориентиро-

ванным деревом. 

«Генеалогическое дерево», в котором вершины соответствуют 

лицам мужского пола, а дуги ориентированы от родителей к детям, 

представляет собой ориентированное дерево. Корень в этом дереве 

соответствует «основателю» рода. 

 

 2.2. Построение всех остовных деревьев графа 

В ряде случаев возникает необходимость в построении полного 

списка остовных деревьев графа G. В том случае, когда надо выбрать 

«наилучшее» дерево, а критерий, позволяющий осуществить такой 

отбор, является очень сложным, так что непосредственное решение 

задачи оптимизации (не использующее перечисление всех остовных 

деревьев) оказывается невыполнимым. 

При анализе всякого алгоритма особое место занимает оценка 

его трудоемкости. Под трудоемкостью алгоритма будем понимать 

время выполнения соответствующей программы на ЭВМ. 

Трудоемкостью алгоритма называется функция f , ставящая в 

соответствие каждому натуральному числу n  время работы f(n)  
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алгоритма в худшем случае на входах длины n [2]. При анализе и 

обосновании алгоритмов будем использовать  О - символику. 

Будем говорить, что неотрицательная функция )f(n  не превос-

ходит по порядку функцию )g(n , если существует такая константа 

c , что  cg(n)f(n) для всех  0n и при этом будем писать 

 O(g(n))f(n)  . 

Иногда вместо предложения «трудоемкость алгоритма есть 

 O(g(n)) » будем говорить «алгоритм решает задачу за время 

 O(g(n)) ». Трудоемкость  1O  означает, что время работы соответ-

ствующего алгоритма не зависит от n . Алгоритм, сложность кото-

рого равна 











 cnO , где с - константа, называется полиномиальным 

или алгоритмом полиномиальной сложности. 

Под полиномиальной разрешимостью некоторой массовой за-

дачи понимают существование полиномиального алгоритма, га-

рантирующего  нахождение решения всякой ее индивидуальной 

задачи. Термин «класс задач» означает определенное семейство 

некоторых массовых задач. 

Число различных остовов полного связного неориентирован-

ного помеченного графа с n вершинами равно 2nn . Число различ-

ных остовов неориентированного графа без петель с n вершинами 

равно значению определителя tAA 00  , где A0 - матрица инциденций 

с одной удаленной строкой (т.е. с n-1 независимыми строками), 
tA0- транспонированная матрица к A0. 

Рассмотрим два остовных дерева  11 , AXT   и  22 , AXT   

графа  AXG , . «Расстояние» между двумя деревьями обознача-

ется через  21,TTd  и определяется как число дуг из 1T , которых 

нет в 2T  (или, что эквивалентно, как число дуг из 2T , которых нет в 

1T , поскольку оба дерева 1T  и 2T  имеют  1n  дуг). 

Если   1, 21 TTd , т.е. если      212121 ,aaAAAA  , 

где 11 Aa   и 22 Aa  , то дерево 2T  можно получить из дерева 1T  

удалив из 1T  дугу 1a  и добавив дугу 2a . Такое преобразование де-

рева 1T  в дерево 2T  называется элементарным преобразованием 

дерева. На рис. 2.3 приведено дерево T4, которое получено из дере-

ва T0 c помощью 4 элементарных преобразований: убрать (x1, x8) и 
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добавить (x5, x8); удалить (x5, x6) и добавить (x6, x7); убрать (x2, x3) и 

добавить (x2, x4); удалить (x3, x5) и добавить 

 (x4, x5). 

 
Рис.2.3. Остовы T0 и T4. 

 

Существует теорема, согласно которой дерево Tk может быть 

получено из дерева T0 с помощью серий из k элементарных преоб-

разований при  kTTd ,0 =k. 

 

 2.3. Алгоритм нахождения всех деревьев графа 

Первый шаг состоит в приписывании номеров ребрам графа G 

(ребра нумеруются от 1 до m, где m - число ребер в графе G). На 

каждом этапе (т. е. при каждом ветвлении в дереве решений) вы-

бирается ребро, которое вместе с остальными, выбранными уже на 

предыдущих этапах, будет образовывать часть конструируемого 

дерева. Таким образом, прежде чем выбрать такое ребро, надо вы-

яснить, действительно ли добавление его к частично сформиро-

ванному дереву (которое на этом шаге является набором поддере-

вьев) не приводит к появлению цикла. Если цикл появляется, то 

данное ребро отбрасывается и проверяется следующее ребро, с 

большим номером. Если цикла нет, то ребро добавляется к другим, 

уже выбранным, и процесс продолжается до тех пор, пока не будет 

построено остовное дерево. Ребра перебираются в порядке возрас-

тания их номеров; это приводит к исчерпывающему и без повторе-

ний решению задачи. 

Для облегчения операций с поддеревьями в каждом поддереве 

выделяют произвольным образом корень (некоторую вершину 

поддерева) и затем рассматривается  поддерево как древовидность. 

Для проверки на возможность образования цикла (при добавлении 

ребра) каждую вершину xj помечают парой   (rj, pj). Первая метка rj 
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указывает «корень» поддерева, содержащего вершину xj. Первона-

чально rj = xj для всех вершин xj. На некотором шаге два поддерева 

T1, и T2 сращиваются посредством добавления ребра al=(x, x) с 

вершиной x из T1 и вершиной x из T2. Если на этом шаге r1 - «кор-

невая» метка вершин в T1, а r2 - «корневая» метка вершин в T2 и для 

примера r1 < r2, то все вершины в T2, должны «сменить» свои корне-

вые метки на r1, и два поддерева T1 и T2 «сольются» в единственное 

новое дерево T1. 

Вторая метка pj, приписанная вершине xj, указывает вершину, 

предшествующую вершине xj, т.е. если (xk, xj) - дуга рассматривае-

мого поддерева, то pj = xk. Для корневой вершины дерева такая  

метка полагается равной нулю.  

 

1. Замена корня дерева 

Если корнем дерева T является вершина r и нужно в качестве 

корня выбрать новую вершину xs, то такую «замену» r на xs можно 

осуществить простым обращением ориентации дуг, принадлежа-

щих цепи, идущей от r к xs, не меняя при этом ориентацию других 

дуг. Соответствующие изменения меток  «предшествования» бу-

дут таковы. 

1. Пусть xj = xs и z = pj. 

2. Положить xi = z, a z = pi. 

3. Шаг обновления: pi = xj. 

4. Если xi = r, то перейти к шагу 5. в противном случае поло-

жить xj = xi и перейти к шагу 2. 

5. Положить ps = 0, стоп. 

Все вершины, имеющие корневую метку r, заменить ее на мет-

ку xs. 

3. Сращивание двух поддеревьев 

Если осуществлено сращивание двух поддеревьев T1 и T2 (пу-

тем добавления ребра (x, x)), то метки необходимо изменить: 

(1) У вершин с корневой меткой r2 заменить эту метку на r1. 

(2) Заменить в дереве T2 корень r2 на x (пункт А), после чего 

изменить метку «предшествования» у вершины x с p = 0 на p = 

x. 

3. Расщепление дерева на две части 

Поскольку метод порождения деревьев, рассматриваемый ни-

же, является поиском, использующим дерево решений, то возника-

ет необходимость удаления некоторых ребер (на шагах возвраще-
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ния), чтобы испытать затем другие ребра. В такой ситуации удале-

ние ребра приводит к расщеплению некоторого дерева на две ча-

сти, например на T1 и T2, и метки одного из этих поддеревьев 

должны быть изменены.  

Пусть удаляется ребро (x, x), где x T1 и x T2. Тогда при 

p = x (т. е. если ребро (x, x) в первоначальном дереве ориенти-

ровано от x к x)  метки в дереве T1, можно оставить прежними, а 

метки в дереве T2 должны быть изменены.  

Если же p = x (т. е. ребро (x, x) ориентировано от x к x), то 

можно не менять метки в дереве T2, но нужно изменить метки в T1. 

Предполагая, что метки меняются в дереве T2, покажем, как надо 

«восстанавливать» корень в этом дереве. 

1. Положить S = {x} и p = 0 (x будет корнем дерева T2). 

2. Найти все вершины xj  с pj  S и изменить их корневые метки 

на rj = x. Если таких вершин нет, то остановиться. 

3. Шаг обновления: S = S  {xj | pj  S}; вернуться к шагу 2. 

Следует отметить, что ни у одной вершины, кроме нового кор-

ня x, метки предшествования менять не нужно. Заметим также, 

что число описанных выше шагов 2 и 3, которое необходимо для 

восстановления корня, равно длине самой длинной цепи в T2 исхо-

дящей из вершины x. 

 

Описание алгоритма.  

Возьмем произвольную вершину x
*
 графа G. Пусть ее степень 

равна d
*
. Перенумеруем ребра, инцидентные этой вершине: a1, a2, 

…, ad*. Затем перенумеруем остальные ребра графа G: ad*+1, ad*+2, 

…, am. При порождении деревьев ребра будут перебираться в соот-

ветствии с введенной нумерацией. 

Шаг 1. Приписать вершинам метки: (ri, pi), где ri=xi и pi=0, 

xiX. Положить k=1. 

Шаг 2. Выбрать для исследования некоторое ребро. Например, 

ak=(xi, xj). Если k≤m, где m — число ребер графа, то перейти к 2 (1). 

При k=m+1, т. е. если «неисследованных» ребер нет, перейти к ша-

гу 5. 

(1) Если ri=rj, то это означает, что вершины xi и xj принадлежат 

одному и тому же поддереву и добавление ребра ak приведет к по-

явлению цикла. Отбросить ребро ak, т. е. положить k=k-1 и вер-

нуться к шагу 2. 
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(2) Если ri≠rj то ребро ak можно добавить к ребрам построен-

ных поддеревьев. Перейти к шагу 3. 

Шаг 3. Срастить два поддерева, у которых вершины имеют 

корневые метки ri и rj, применив для этого метод, описанный выше 

в пункте 2. 

Шаг 4. Выбрав  n-1 ребер, мы получаем некоторое дерево. За-

полнить это дерево и перейти к шагу 5. Если выбрано меньше, чем 

n-1 ребер, то положить k=k+1 и вернуться к шагу 2. 

Шаг 5. (Возвращение.) Удалить ребро, добавленное послед-

ним. Предположим, что таким ребром является al. Если al - един-

ственное оставшееся для добавления ребра  l=d
*
,  то остановиться. 

Все остовные деревья, таким образом, построены, так как при лю-

бом дальнейшем ветвлении дерева решений вершина x
*
 останется 

изолированной. В противном случае надо обновить метки, дей-

ствуя так, как указано в пункте 2, положить k=l-1 и возвратиться к 

шагу 2. 

 

Пример 2.1.Построить все остовные деревья графа, изобра-

женного на рис.2.4. 

 Выберем в качестве x
*
 вершину x1. 

 
Рис.2.4. Граф G. 

 

На рис.2.5 изображено соответствующее дерево решений, ко-

торое порождено в процессе работы алгоритма. Если выделить ре-

бра, указанные в кружочках какой-либо цепи, выходящей из верх-

него узла этого дерева и оканчивающейся в самом нижнем узле, то 

из них можно построить некоторый остов данного графа. Эти 

остовы перенумерованы числами от 1 до 21 и приведены на 

рис.2.6. 
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Рис.2.5. Полное дерево поиска. 

 
Рис.2.6. Все остовы графа G. 

 

 

2.4. Алгоритмы построения остовного дерева  

минимального веса графа 

Рассмотрим взвешенный связный неориентированный граф 

G=(X, A); вес ребра (xi, xj) обозначим cij. Из большого числа осто-

вов графа нужно найти один, у которого сумма весов ребер 

наименьшая. Такая задача возникает, например, в том случае, ко-

гда вершины являются клеммами электрической сети, которые 
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должны быть соединены друг с другом с помощью проводов 

наименьшей общей длины (для уменьшения уровня наводок). Дру-

гой пример: вершины представляют города, которые нужно свя-

зать сетью трубопроводов; тогда наименьшая общая длина труб, 

которая должна быть использована для строительства (при усло-

вии, что вне городов «разветвления» трубопроводов не допускают-

ся), определяется ОДМВ (остовным деревом минимального веса) 

или кратчайшим остовом соответствующего графа. 

Следует отметить, что кратчайший остов графа не имеет ника-

кого отношения к дереву, дающему все кратчайшие пути, выходя-

щие из некоторой выбранной вершины.  

Задача построения кратчайшего остова графа является одной 

из немногих задач теории графов, которые можно считать полно-

стью решенными. Итак, пусть Ti и Tj — два произвольных подде-

рева, полученных путем добавления ребер при построении крат-

чайшего остова графа. Определим ij, как кратчайшее из расстоя-

ний между вершинами из Ti и вершинами из Tj следующим обра-

зом: 

)}],({min[min ji
TxTx

ij xxc
jjii 

 , i≠j.                (2.1) 

Поставим  следующую задачу: для поддерева Ts найти такое 

поддерево Tj*, чтобы ][min* sj
T

sj
j

 . Пусть ),( *js xx  -  ребро, вес 

которого соответствует величине *sj  в выражении (2.1). Тогда 

ребро ),( *js xx  принадлежит кратчайшему остову и может быть 

добавлено к другим ребрам частично сформированного кратчай-

шего остова. 

Многократное применение нижеследующей операции приво-

дит к построению кратчайшего остова графа. Многие методы, поз-

воляющие строить кратчайший остов графов, основываются на 

частных случаях описанной выше операции. Первый из таких ме-

тодов был предложен Краскалом. 

Алгоритм Краскала 
В этом алгоритме для добавления к частично сформированно-

му дереву выбирается абсолютно кратчайшее допустимое ребро, а 

не просто кратчайшее ребро между одним поддеревом и другим 

каким-либо поддеревом (как это предполагалось в приведенной 

выше операции). Так как выбранное ребро является кратчайшим 
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между некоторым поддеревом и каким-то другим поддеревом, то 

правило выбора в этом алгоритме представляет собой частный 

случай операции. 

Алгоритм имеет следующий вид: 

Шаг 1. Начать с вполне несвязного графа T, содержащего n вер-

шин. 

Шаг 2. Упорядочить ребра графа G в порядке неубывания их ве-

сов. 

Шаг 3. Начав с первого ребра в этом списке, добавлять ребра в 

графе T, соблюдая условие: такое добавление не должно приводить 

к появлению цикла в T. 

Шаг 4. Повторять шаг 3 до тех пор, пока число ребер в T не станет 

равным n-1. Получившееся дерево является кратчайшим остовом 

графа G. 

При выполнении этого алгоритма может возникнуть такая си-

туация, когда очередное кратчайшее ребро, выбранное из списка, 

построенного на шаге 2, будет соединять две вершины одного и 

того же поддерева. Добавлять это ребро к T нельзя, поскольку та-

кое добавление приводит к появлению цикла в T. Поэтому на шаге 

3, прежде чем добавить ребро к графу Т, надо проверить, является 

ли оно допустимым в указанном выше смысле. Такую проверку 

можно выполнить более эффективно (путем осуществления одного 

сравнения с использованием процедуры расстановки меток из раз-

дела 2.2), абсолютно так же, как это делается на шаге 2 алгоритма 

из раздела 2.2. Известно, что трудоемкость алгоритма. Краскала  

составляет 






 3nO  операций. 

Алгоритм Прима 

Этот алгоритм порождает кратчайший остов посредством уве-

личения только одного поддерева Ts, содержащего больше одной 

вершины. «Одиночные» вершины рассматриваются как отдельные 

поддеревья. Поддерево Ts постепенно увеличивается за счет присо-

единения ребер (xi, xj), где xi Ts и xj Ts; причем добавляемое реб-

ро должно иметь наименьший вес cij. Процесс продолжается до тех 

пор, пока число ребер в Ts не станет равным n-1. Тогда поддерево 

Ts будет требуемым кратчайшим остовом. Впервые такая частная 

форма операции была предложена Прима. 

Алгоритм начинает работу с присвоения каждой вершине xj 

Ts метки [j, j], где j на каждом шаге есть ближайшая к xj верши-
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на из поддерева Ts, а j - вес ребра (j, xj). На каждом шаге выпол-

нения алгоритма вершина, например xj*, с наименьшей меткой j 

присоединяется к Ts посредством добавления ребра (j*, xj*). По-

скольку к Ts добавлена новая вершина xj*, то, может быть, придется 

изменить метки [j, j] у некоторых вершин xj Ts (если, например, 

c(xj, xj*) меньше существующей метки j) и после этого продол-

жить процесс. 

Алгоритм имеет следующий вид: 

Шаг 1. Пусть Ts={xs}, где xs — произвольно выбранная вершина, и 

As= (As является множеством ребер, входящих в кратчайший 

остов). 

Шаг 2. Для каждой вершины xj  Ts найти вершину j  Ts, такую, 

что   jji
Tx

jj xxcxc
si

 


)],([min, , 

и приписать вершине xj метку [j, j]. Если такой вершины j нет, 

т.е. при Г(xj)Ts=, приписать вершине xj метку [0,]. 

Шаг 3. Выбрать такую вершину xj*, что ][min* j
Tx

j
sj




 . 

Обновить данные: Ts = Ts  {xj*}, As = As  {(j*, xj*)}. 

Если nTs  , то остановиться.  

Ребра в As образуют кратчайший остов. 

Если nTs  , то перейти к шагу 4. 

Шаг 4. Для всех xj Ts, таких, что xj Г(xj*), обновить метки сле-

дующим образом. Если j>c(xj*, xj), то положить j=c(xj*, xj), j= xj*; 

перейти к шагу 3.Если j≤c(xj*, xj), то перейти к шагу 3. 

Известно, что трудоемкость алгоритма Прима  составляет 

)( 2nO  операций.  

Пример  2.2. На графе G, изображенном на рис.2.7, каждая 

вершина представляет некоторое лицо, а ребра (xi, xj) отражают тот 

факт, что лицо xi может общаться с лицом xj и наоборот. 

 Требуется определить такой способ передачи конфиденциаль-

ного сообщения между 12 лицами, при котором вероятность утеч-

ки информации будет наименьшей. Каждой передаче сообщения от 

xi к xj приписывается некоторая вероятность pij того, что послание 

может быть перехвачено посторонним лицом. Эти вероятности в 

процентах даны на рис. 2.7. Очевидно, что пути передачи сообще-

ния должны образовывать остовное дерево графа G, и требуется 

найти такое остовное дерево, которое минимизирует величину 
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Txx

ij

ji

p
),(

)1(1 , где произведение берется по всем ребрам этого 

дерева. Поскольку эта функция возрастающая и симметричная от-

носительно pij, то требуемое остовное дерево будет совпадать с 

кратчайшим остовом графа G, при этом pij принимаются за «стои-

мости» ребер cij. 

 
Рис.2.7. Граф G из примера 2.3. 

 

Для решения  этой задачи  применим алгоритм Прима. 

Шаг 1. Возьмем xs=x1, T1={x1}, A1=.  

Шаг 2. Примем за метки для x2, x4 и x5: [x2,6], [x4,11] и [x5,5] 

соответственно. Остальные метки равны [0, ]. 

Шаг 3. Наименьшая метка j будет у вершины x5, и поскольку 

5=x1 то построим ребро (x1, x5): T2={x1, x5}, A2={(x1, x5)}. 

Шаг 4. Обновим метки вершин x2, x6, x7 следующим образом: 

для x2: 2 = 6 ≤ с(x5, x2) и обновления не требует; 

для x6: 6 =  > с(x5, x6) = 15, следовательно, метка для x6 при-

мет вид [x5,15]; 

для x7: 7 =  > с(x5, x7) = 9, следовательно, метка для x7 примет 

значение [x5,9]. 

Поскольку x4  Г(x5), ее метка остается неизменной. 

Шаг 3. Метки теперь таковы: для x2: [x1,6], для x4: [x1,11], для x6: 

[x5,15], для x7: [x5,9]. Наименьшая метка j будет у x2, и поскольку 

2=x1, то построим ребро (x1, x2): T3={x1, x5, x2}, A3={(x1, x5), (x1, 

x2)}. 
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Шаг 4.  Обновим метки вершин x3, x4, x7 следующим образом: 

для x3: [x2,15]; 

для x4: [x1,11] (метка не обновляется); 

для x7: [x5,9] (метка не обновляется). 

Поскольку x6  Г(x2), ее метка остается неизменной. 

Шаг 3. Наименьшая метка j будет у вершины x7, и поскольку 

7=x5 то построим ребро (x5, x7): T4={x1, x5, x2, x7}, A4={(x1, x5), (x1, 

x2), (x5, x7)}. 

Шаг 4. Обновим метки вершин x8, x9, x10, x11, x4 следующим обра-

зом: 

для x8: [x7,9]; 

для x9: [x7,4]; 

для x10: [x7,13]; 

для x11: [x7,12]; 

для x4: [x7,7]. 

Поскольку x3  Г(x7) и x6  Г(x7), их метки остаются неизменными. 

Шаг 3. Наименьшая метка j будет у вершины x9, и поскольку 

9=x7 то построим ребро (x7, x9): T5={x1, x5, x2, x7, x9}, A5={(x1, x5), 

(x1, x2), (x5, x7), (x7, x9)}. 

Шаг 4. Обновим метки вершин x3, x8, x10 следующим образом: 

для x3: [x9,6]; 

для x8: [x7,9] (метка не обновляется); 

для x10: [x7,13] (метка не обновляется). 

Поскольку x4 Г(x9), x6 Г(x9) и x11 Г(x9), их метки остаются 

неизменными. 

Шаг 3. Наименьшая метка j будет у вершины x3, и поскольку 

3=x9 то построим ребро (x9, x3): T6={x1, x5, x2, x7, x9, x3}, A6={(x1, 

x5), (x1, x2), (x5, x7), (x7, x9), (x9, x3)}. 

Шаг 4. Обновим метки вершин x4, x8 следующим образом: 

для x4: [x7,7] (метка не обновляется); 

для x8: [x7,9] (метка не обновляется). 

Поскольку x6 Г(x3), x10 Г(x3) и x11 Г(x3), их метки остаются 

неизменными. 

Шаг 3. Наименьшая метка j будет у вершины x4, и поскольку 

4=x7 то построим ребро (x7, x4): T7={x1, x5, x2, x7, x9, x3, x4}, A7={(x1, 

x5), (x1, x2), (x5, x7), (x7, x9), (x9, x3), (x7, x4)}. 

Шаг 4. Обновим метки вершин x6, x11 следующим образом: 

для x6: [x4,10]; 
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для x11: [x7,12] (метка не обновляется). 

Поскольку x8 Г(x4) и x10 Г(x4), их метки остаются неизмен-

ными. 

Шаг 3. Наименьшая метка j будет у вершины x8, и поскольку 

8=x7 то построим ребро (x7, x8): T8={x1, x5, x2, x7, x9, x3, x4, x8}, A8={(x1, 

x5), (x1, x2), (x5, x7), (x7, x9), (x9, x3), (x7, x4), (x7, x8)}. 

Шаг 4. Обновим метки вершины x12 следующим образом: 

для x12: [x8,5]. 

Поскольку x6 Г(x8), x10 Г(x8) и x11 Г(x8), их метки остаются 

неизменными. 

Шаг 3. Наименьшая метка j будет у вершины x12, и поскольку 

12=x8 то построим ребро (x8, x12): T9={x1, x5, x2, x7, x9, x3, x4, x8, x12}, 

A9={(x1, x5), (x1, x2), (x5, x7), (x7, x9), (x9, x3), (x7, x4), (x7, x8), (x8, x12)}. 

Шаг 4. Обновим метки вершин x10, x11 следующим образом: 

для x10: [x12,2]; 

для x11: [x12,7]. 

Поскольку x6 Г(x12), ее метки остаются неизменными. 

Шаг 3. Наименьшая метка j будет у вершины x10, и поскольку 

10=x12 то построим ребро (x12, x10): T10={x1, x5, x2, x7, x9, x3, x4, x8, 

x12, x10}, A10={(x1, x5), (x1, x2), (x5, x7), (x7, x9), (x9, x3), (x7, x4), (x7, x8), 

(x8, x12), (x12, x10)}. 

Шаг 4. Обновлять метки смежных вершин не надо.  

Поскольку x6  Г(x10) и x11 Г(x10), их метки остаются неиз-

менными. 

Шаг 3. Наименьшая метка j будет у вершины x11, и поскольку 

11=x12 то построим ребро (x12, x11): T11={x1, x5, x2, x7, x9, x3, x4, x8, 

x12, x10, x11}, A11={(x1, x5), (x1, x2), (x5, x7), (x7, x9), (x9, x3), (x7, x4), (x7, 

x8), (x8, x12), (x12, x10), (x12, x11)}. 

Шаг 4. Обновим метки вершины x6 следующим образом: 

для x6: [x11,3]. 

Шаг 3. Наименьшая метка j будет у вершины x6, и поскольку 

6=x11 то построим ребро (x11, x6): T12={x1, x5, x2, x7, x9, x3, x4, x8, x12, 

x10, x11, x6}, A12={(x1, x5), (x1, x2), (x5, x7), (x7, x9), (x9, x3), (x7, x4), (x7, 

x8), (x8, x12), (x12, x10), (x12, x11), (x11, x6)}. 

Так как |Т12|=12, то следует остановиться. Ребра в A12 образуют 

кратчайший остов. Кратчайший остов графа G приведен на рис.2.8, 

на котором порядок нумерации ребер соответствует последова-

тельности их включения в дерево. 
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Рис. 2.8. Кратчайший остов графа G на рис.2.7. 

 

Произведение  ij-1П  для ребер этого дерева равно 0.5214, и, 

следовательно, величина минимума вероятности перехвата сооб-

щения посторонним лицом равна 0.4786. 
 

Задачи и упражнения 

1. Найдите все попарно неизоморфные деревья 

а) не более, чем на 7 вершинах; 

б) на 9 вершинах, в которых есть путь длины 7; 

в) на 9 вершинах, в которых есть две вершины степени 4; 

г) на 9 вершинах, в которых есть вершина степени G. 

2. На доске нарисовано 7 графов, каждый из которых — дерево с G 

вершинами. Докажите, что среди них есть два изоморфных. 

3.Докажите, что 

а) граф, в котором любые две вершины соединены ровно 

одним простым путем — дерево; 

б) и, наоборот, в дереве любые две вершины соединены ровно 

одним простым путем. 

в) при удалении любого ребра дерева получится несвязный 

граф. 

4. а) Докажите, что в дереве есть вершина, из которой выходит 

ровно одно ребро (такая вершина называется висячей). 

б) Докажите, что любое дерево содержит не менее двух 

висячих вершин. 

в) Существует единственное дерево, для которого оба 

утверждения не верны. Что это за дерево? 

Опишите все деревья с 
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г) двумя; 

д) тремя висячими вершинами. 

5. а) Удалим из дерева висячую вершину вместе с исходящим из 

нее ребром. Докажите, что граф останется деревом, но вершин и 

ребер в нем станет на одно меньше. 

б) Докажите, что в любом дереве число ребер на 1 меньше числа 

вершин. 

6. И наоборот, докажите, что связный граф, у которого число ребер 

на единицу меньше числа вершин - дерево. 

7. В графе 10 вершин и 9 ребер. Верно ли, что этот граф - дерево? 

8. Существует ли дерево на 9 вершинах, в котором 2 вершины 

имеют степень 5? 

9. В дереве на 8 вершинах три вершины имеют степень 1. Сколько 

вершин имеют степень 3? 

10.Пусть Т - дерево, в котором каждая вершина имеет степень 1 

или к. Оценить количество вершин в дереве Т. 

11.Докажите, что в дереве на 2п вершинах можно выбрать п 

вершин между которыми нет ни одного ребра. 

12.Пусть G граф с п вершинами (п > 3). такой, что каждый граф, 

получающийся из него удалением одной вершины — дерево. Что 

это за граф? 

13. Волейбольная сетка имеет вид прямоугольника размером 50 х 

600 клеток. Какое наибольшее число веревочек можно 

перерезать так, чтобы сетка не распалась на куски? 

14. Составить программу нахождения ODMB графа (алгоритм 

Прима) 
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3. МЕТРИЧЕСКИЕ ХАРАКТЕРИСТИКИ ГРАФА 

 

3.1. Эксцентриситет, радиус и диаметр 

Чередующая последовательность 

1322110
,...,,,,,,

kk
veevevev             (3.1) 

вершин и ребер графа  EVG , , начинающаяся в вершине и закан-

чивающаяся в вершине  такая, что  10  kvv , называется маршру-

том (или  10, kvv  – маршрутом). Маршрут (1) можно задать по-

следовательностью 

1210 ,...,,,,, kvvvv             (3.2) 

его вершин, а также последовательностью 

keeee ,...,,, 321  

его ребер. 

Маршрут называется цепью, если все его ребра различны и 

простой цепью, если вершины кроме, возможно, крайних различ-

ны. Маршрут называется циклическим, если  10  kvv  . Цикличе-

ская цепь называется циклом, а циклическая простая цепь - про-

стым циклом. Число ребер в маршруте (3.1) называется его дли-

ной. 

Пусть  EVG ,  – связный граф, а  ji vv ,  - две его не совпадаю-

щие вершины. Длина кратчайшего   ji vv , – маршрута называется 

расстоянием между вершинами ji vv ,  и обозначается через  ji vvd , . 

Положим   0, ji vvd , тогда и только тогда, когда 
j

v
i

v  . Очевидно, 

что введенное таким образом расстояние удовлетворяет аксиомам 

метрики: 

1.   0, ji vvd  

2.   0, ji vvd , тогда и только тогда, когда 
ji

vv   

3.    ijjid vvdvv ,,   

4.      jkkjji vvdvvdvvd ,,,   

Пусть задан связный неориентированный граф 

j i n,,…1,2,3,=ji, ),v,(v =e , {e}=E },v,…,v,{v=V E),(V,=G jin21  . Дли-

на кратчайшего  ji vv , –маршрута (простой цепи) называется  рас-

стоянием между вершинами iv  , jv  и обозначается через  ji vvd , , 
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где   0, ji vvd . Для фиксированной вершины 
0
iv  величина 



















 ji

V
j

v
i vvdve ,max

00
 называется эксцентриситетом этой вершины. 

Максимальный среди всех эксцентриситетов вершин называ-

ется диаметром графа и обозначается через  Gd . Тем самым 

)(maxd(G) i
V

i
v

ve


 . Минимальный среди всех эксцентриситетов вер-

шин графа G называется его радиусом и обозначается через 

)(min(G)r
iV

i
v

ve


 . Задача состоит в нахождении радиуса и диаметра 

связного графа E)(V,G . 

Вершина iv  называется периферийной, если    GDve i  . Вер-

шина iv  называется центральной, если    Grve i  . 
 

Задачи и упражнения 

1. Найдите диаметр, радиус и центры: а) пути б) цикла длины п. 

2. Для графов на рисунке построить матрицу расстояний, найти 

максимальные удаления, диаметр, радиус и центры. 

 
3. Докажите, что расстояние между вершинами графа  

удовлетворяет аксиомам метрики 
а)   0, xx  
б)    xyyx ,,   ; 

в)      zyyxzx ,,,    (неравенство треугольника). 

4. Доказать, что для графа выполняется соотношение rdr 2 . 

     Возведем матрицу' смежности графа в квадрат. 

а) Докажите, что при ji   в г-й строке и j-м столбце результата 

будет стоять число путей длины 2 из i-й вершины в j-ю; 

б) Чему будут равны числа на диагонали этой матрицы? 

в) Как аналогичным способом подсчитать число циклов длины 3 

в графе? 

г) А путей длины 4? 
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5.Продолжая рассуждение, казалось бы, можно получить простую 

формулу для числа циклов длины п, т.е. для проверки 

гамильтоновости графа. Объясните, почему это неверно. 
 

3.2. Двудольные графы. Теорема Кенига 

Граф E)(V,G   называется двудольным, если существует та-

кое разбиение множества V его вершин на два подмножества 
21

,VV  

(доли), что концы каждого ребра принадлежат  различным долям и 

обозначаются E),V,(VG
21

 . 

Теорема 3.1. (Кениг) Для двудольности графа G  необходимо и 

достаточно, чтобы  он  не содержал циклов нечетной длины. 

Доказательство. 1 . Необходимость. Предположим, что граф 

G  – двудольный и C  – один из его циклов длины k . Пройдем все 

ребра этого цикла в той последовательности, в  которой они на нем 

расположены начиная с некоторой вершины v . Так  как  концы 

каждого ребра лежат в разных долях, то  k  -четно. 

2.  Достаточность. Не ограничивая общности можно рас-

сматривать только связные графы, ибо дизъюнктивное объедине-

ние двулольных графов также двудольно. Пусть связный граф G  

порядка 1n   не имеет циклов нечетной длины,  Vv .  

 
Рис.3.1. К доказательству теоремы Кѐнига. 

Построим разбиение 
21

,VV  следующим образом: произвольную 

вершину Vu  отнесем к классу (множеству) 
1

V , если расстояние 

 vud , - четное число и к множеству 
2

V , если  vud , - нечетное чис-

ло. Остается доказать, что порожденные подграфы 
1V , 

2V  являют-

ся пустыми, т.е. 
1

V  Ø, 
2

V  Ø. 
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Предположим, что один из графов  
1

V  не пуст. Тогда суще-

ствуют две смежные вершины wu,  входящие в один из графов 

1
V . Отсюда следует, что  ни одна из них не совпадает  с v , по-

скольку 1Vv , а окружение v  множеству 
2

V . Пусть uvL  кратчай-

шая  vu, - цепь,  wvL - кратчайшая  vw, - цепь, 
1

v  последняя считая 

от v , из общих вершин этих цепей, лежащая на uvL . Обозначим 

через 
1

vvL и uvL
1

подцепи цепи uvL , а через vvL
1

и 
1

wvL  подцепи 

цепи wvL . Очевидно, что цепи 
11

vvLvvL   и, следовательно, длины 

цепей  uvL
1  и 

1
wvL  одного характера четности. Но тогда 

uvL
1

  vuwvL ,
1
  – цикл нечетной длины. Получили противоре-

чие. Таким образом, достаточность, а вместе с ней и теорема 3.1 
доказана. 

 
3.3.Алгоритм поиска в ширину 
Доказательство теоремы Кенига подсказывает простой способ 

распознавания двудольности графа. Этот способ основан на алго-
ритме поиска в ширину (ПШ). Алгоритм поиска в ширину припи-
сывает вершинам графа  номера 0,1,2,…,n. 

Алгоритм поиска в ширину начинает свою работу  с произволь-

ной вершины - 0v  и ей приписывает 0. Каждой вершине из окруже-

ния вершины 0 алгоритм поиска в ширину приписывает метку 1 и 
каждой ненумерованной вершине из этого окружения, приписывает 
номер 2, и т.д. Если G - связный, то алгоритм поиска в ширину зану-
мерует все вершины графа G . Далее разобьем V  на два подмноже-
ства 1V  и 2V , отнеся к 1V  вершины с четными номерами, а к 2V - с не-
четными номерами. Если при этом вершинно - порожденные графы 
пусты, т.е. 1V  Ø,   2V  Ø, то граф G   является двудольным. Ина-

че  граф G   не является двудольным. 
Рассмотрим порожденные графы  

1
VG  и  

2
VG . Если  

1
VG  и 

 
2

VG - пусты, то E),V(VG
2

,
1

 - двудольный граф. 

С помощью ПШ можно решить следующие задачи : 
1) разбить множество вершин графа на его области связности; 
2) для не несовпадающих  вершин Vvv

ji
,  найти кратчайшую 

),(
ji

vv - цепь; 

3) в орграфе найти множество вершин, достижимых из задан-
ной вершины 

i
v . 



 

71 

Трудоѐмкость алгоритма поиска в ширину составляет )( 2nO . 

Известно, что трудоемкость алгоритмов нахождения метрических 

характеристик составляет )( 3nO  операций. 

 
Задачи и упражнения 

1. Будут ли двудольными следующие графы 
 

 
4. Будет ли двудольным цикл длины п (ответ зависит от n)? 
5. Докажите, что граф, в котором есть цикл нечетной длины не 

может быть двудольным. 
6. И обратно, если в графе нет циклов четной длины, то он 

двудольный. 
7. Придумайте алгоритм проверки двудольности графа, 

просматривающим каждое его ребро только один раз. 
8. В приведенном ниже графе найти двудольный подграф, 

содержащий максимальное число ребер. Доказать, что 
количество ребер есть максимально возможное, и выяснить 
является ли найденный подграф единственным с максимальным 
числом ребер. 

9. Программирование алгоритма поиска в ширину (в глубину). 
10. Составить программу нахождения метрических характеристик 

графа. 
11. Составить программу нахождения компонент связности графа. 
12. Составить программу нахождения множества вершин орграфа, 

достижимых из заданной вершины. 
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4. ЭЙЛЕРОВЫ  ГРАФЫ 

Цикл в графе  EVG ,  называется эйлеровым, если он содержит 

все ребра графа, причем каждое ребро один раз. Связный граф 
 EVG , , в котором есть эйлеров цикл, называется эйлеровым. 

Такой граф можно нарисовать, не отрывая карандаша от бума-
ги, и не повторяя линий. 

Теорема 4.1. (Эйлер). Связный граф G  является эйлеровым 
тогда и только тогда, когда степени всех его вершин четны. 

Доказательство. 
1. Необходимость. Пусть G -эйлеров граф. Эйлеров цикл 

этого графа, проходя через каждую его вершину, входит в нее по 
одному ребру и выходит по другому. Это означает, что каждая 
вершина графа инцидентна четному числу ребер эйлерова цикла, а 
поскольку эйлеров цикл содержит все ребра графа G , то отсюда 
следует четность степеней всех его вершин. 

 
Рис.4.1. К доказательству теоремы Эйлера. 

 

2.Достаточность. Предположим, что степени вершины графа 
четны. Начнем строить цепь из произвольной вершины 1v  и будем 
продолжать ее насколько возможно, выбирая каждый раз новое 
ребро. Так как степени всех вершин графа G  четны , то попав в 
очередную отличную от 1v  вершину, мы всегда будем и меть в 

распоряжении еще одно ребро. Поэтому цепь 
1P  можно 

продолжить добавлением этого ребра. Таким образом построение 
цепи 1P  закончится в вершине 

11 Pv  , т. e. 
1P -цикл. Если 

1P  
содержит все ребра графа G , то 

1P -эйлеров. 
В противном случае удаляем все ребра цикла 

1P  из G , 
получим 

1G . Поскольку G и 
1P - имели вершины только четных 

степеней, то все вершины графа 
1G  имеют четные степени. Кроме 

того, в силу связности графа G  графы 
1G и 

1P  должны иметь 

хотябы одну общую вершину 2v . Начиная с вершины 
2

v  

анологичным образом посторим цикл 
2P  в графе 

1G . Обозначим  

через 
1P и 1P  - части цикла 

1P  от 1v  до 2v и от 2v  до 1v  
соответственнно. 
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Получим новый цикл 
1213

PPPP  , который начиная с 
1v , 

проходит все ребра цепи  
1P  до 

2v , обходит все ребра цикла 
2P  и 

возвращается в 
2v  по ребрам  цепи 

1P . Если цикл 
1P - не эйлеров, 

проделав анологчные построения, получим еще больший цикл. 
Этот процес закончится построением эйлерова цикла. Теорема 4.1 
доказана. 

Возникает вопрос: как найти хотя бы один эйлеров цикл в 
эйлеровом графе 

1G , т.е. как перенумеровать все ребра графа чис-
лами 1,2,3,…чтобы номер, присвоеный ребру, указывал, каким по 
счету это ребро проходится в эйлеровом цикле? Это можно 
сделать, если применить следующий процесс: 

1. Начиная с произвольной вершины u  присваиваем 
произвольному ребру uv  номер 1.Затем ребро и переходим в 
вершину v . 

2. Пусть w – вершина, в которую мы пришли в результате вы-
полнения предыдущего шага k , где k - номер, присвоенный неко-
торому ребру на этом шаге. Выбираем любое ребро инцидентное 
вершине w, причем мост выбираем в случае, если нет других ре-
бер; присваиваем выбранному ребру номер 1k  и вычеркиваем 
его. 

Этот  процесс, называемый алгоритмом Флѐри, заканчивается, 
когда все ребра окажутся вычеркнутыми, т.е. занумерованы. Тру-

доѐмкость алгоритма Флѐри составляет )( 2nO  операций. 

Теорема 4.2. Почти нет эйлеровых графов. 
 
Задачи и упражнения 

1. Существует ли эйлеров и гамильтонов циклы в графах из задачи 
предыдущего раздела? 

2. Группа островов соединена мостами так, что от каждого острова 
можно добраться до любого другого. Турист обошел все острова, 
пройдя по каждому мосту ровно один раз. На острове Ташлы он 
побывал трижды. Сколько мостов ведет с Ташлы, если турист 

a) не с него начал и не на нем закончил; 
b) с него начал, но не на нем закончил; 
c) с него начал и на нем закончил? 

3. Доказать или опровергнуть следующие утверждения: 
 а) каждый эйлеров двудольный граф имеет четное число 

ребер; 
 b) каждый эйлеров граф с четным числом вершин имеет 

четное число ребер. 
4.  Составить программу нахождения Эйлерова  цикла в графе. 
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5. ГАМИЛЬТОНОВЫ ГРАФЫ 
 

Граф E)(V,G  называется гамильтоновым, если он содержит 

простой цикл, содержащий каждую вершину. Этот цикл называет-
ся гамильтоновым. Во многих прикладных задачах требуется по-
строить гамильтонову цепь. Игру «Кругосветное путешествие » 
предложил Гамильтон  (рис.5.1). 

Граф содержащий гамильтонову цепь называется трассируе-
мым. 

 
Рис. 5.1. Гамильтонов граф (додекаэдр). 

 

Задача нахождения гамильтонова цикла в графе является NP-
трудной задачей т.е. для еѐ решения не существует полиномиаль-
ных алгоритмов. 

Приведем некоторые достаточные и необходимые условия  
существования гамильтонова цикла в графе, касающиеся некото-
рых частных  случаев. 

Теорема 5.1. Простой граф порядка n  произвольно гамильто-
нов тогда и только тогда, когда он является циклом, либо полным 
графом nK , либо полным двудольным графом  2/,2/ nnK .   Послед-

нее  возможно, когда n - четное число. 
Теорема 5.2. (В.Хватал). Граф G  со степенной последователь-

ностью nddd ,...,
2

,
1

 является гамильтоновым, если 
2

1: nkk   ис-

тинна импликация kndkd knk   . 

Теорема 5.3. (О.Оре). Если  3,:,  VvuVvu  графа 

 EVG ,  выполняется неравенство nvu degdeg , то   EVG , -  

гамильтонов. 

Теорема 5.4. (Г.Дирак). Если  3:  VVv  графа  EVG ,  

выполняется неравенство 
2

deg nv , то G   -гамильтонов. 

 
Теорема 5.5. (В.Перепелица). Почти  все  графы  гамильтоновы. 
Рассмотрим задачу  Коммивояжера: коммивояжеру необходи-

мо посетить несколько городов. Какой маршрут он должен из-
брать, чтобы начав двигаться из родного города, побывав в каждом 
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городе по одному разу, и затем вернутся домой по наикратчайше-
му пути? 

Представим  города в виде вершин, а дороги в виде ребер не-
ориентированного взвешенного графа, длину дороги – весом соот-
ветствующего ребра. Если между каждой парой городов существу-
ет дорога, то задача коммивояжера сводится к отысканию наикрат-
чайшего гамильтонова цикла в полном графе. 

В полном графе порядка  n существует 
2

)!1( n  гамильтоновых 

циклов. Объем затрат даже для ЭВМ уже велик при 50n . Для  
произвольного n  полиномиального алгоритма  для решения этой 
проблемы не существует. 

 

Задачи и упражнения 
1. Приведите пример негамильтонова графа, степени вершин 

которого равны (З.3.4,4.4,4.4). Степени вершин n-вершинного 
графа не меньше п/2. Докажите, что граф - гамильтонов. 

2. Рассмотрим граф на множестве перестановок п элементов. 
Ребро графа соединяет две перестановки тогда и только тогда, 
когда перестановки отличаются транспозицией (т.е. 
перестановкой двух соседних элементов). Показать, что в таком 
графе имеется гамильтонов цикл. 

3. Существуют ли графы, в которых эйлеров путь является также 
гамильтоновым путем? Если да, то охарактеризуйте эти графы, 
если нет — объясните почему. 

4. Пусть простой граф G = (V,Е) задан следующим образом. 
Множество вершин графа есть множество V = {1,2,…, 20}. 
Множество ребер графа есть    Е = {(a,b)/a,b G, a + b\2}. 
а) Является ли граф G связным? 
б) Является ли граф G двудольным? 
в) Существует ли в графе G эйлеров путь (цикл)? 
г) Существует ли в графе G гамильтонов цикл? 

5. Пусть G -простой граф: V = {1,2,..., 20}- множество вершин,   Е 
= {(a,b)/a,b G ,a + b\2}-  множество  ребер. 
а) Является ли граф G связным? 
б) Является ли граф G двудольным? 
в) Существует ли в графе G эйлеров  путь (цикл)? 
г) Существует ли в графе G гамильтонов цикл? 

6. При каких т и п в графе Кmn  существует а) эйлеров цикл;  

 б) гамильтонов цикл? в) Постройте оба цикла для графа К6,6. 
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6. ПЛОСКИЕ И ПЛАНАРНЫЕ ГРАФЫ 
 

6.1. Определения 

Плоским называется граф, вершины которого являются точка-

ми плоскости, а ребра - непрерывными плоскими линиями без са-

мопересечений, соединяющими соответствующие вершины так, 

что никакие два ребра не имеют общих точек, кроме инцидентных 

им вершин. 

Два графа G  и Gназываются изоморфными, если существует 

такое взаимно - однозначное соответствие вершин и ребер, что со-

ответствующие ребра инцидентны соответствующим вершинам. 

Любой граф, изоморфный плоскому графу,  называется пла-

нарным. 

 

 

 

 

а)                                б)                               в) 

Рис.6.1. Планарные графы. 

Граф 
4

K  является планарным, т.к. он изоморфен графу в) 

рис.1. Очевидны следующие утверждения: 

1) всякий подграф планарного графа планарен; 

2) граф планарен тогда и только тогда, когда каждая компонен-

та связности – планарный граф. 

Головоломка  «три дома, три колодца» наводит на мысль, что 

существуют не только планарные графы. 

 

 
Рис.6.2. Схема головоломки  «три дома, три колодца». 

 

Восемь дорожек не пересекаются, а девятую невозможно 

нарисовать так, чтобы она не пересекалась с одной из восьми. 
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6.2. Грани плоского графа. Формула Эйлера 

Гранью плоского называется максимальное по включению 

множество точек плоскости, каждая пара которых может быть со-

единена жордановой кривой, не пересекающей ребра графа. При-

чем, каждая точка плоскости принадлежит хотя бы одной грани 

плоского графа. Границей грани будем называть множество вер-

шин и ребер, принадлежащих этой грани. Отметим, что одна из 

граней плоского графа является внешней.

  
Рис. 6.3. Плоский  граф. 

Пример 6.1. Грань  4 на рис. 6.3 плоского  графа – внешняя. 

Рассмотрим  свойства планарных графов. 

Свойство 1. Всякий планарный граф допускает такую плос-

кую укладку, в которой всякая вершина или ребро  графа будет 

принадлежать некоторой внешней грани. 

Свойство 2. Пусть граф G состоит из двух компонент связ-

ности G1 и G2 , являющихся плоскими графами и  произвольно вы-

браны вершины 11 Vv   и 
22

Vv  . Тогда граф G, полученный слияни-

ем вершин 
1

v  ,
2

v в вершину v , имеет плоскую укладку. При этом  

вершина v - точка сочленения графа G. 

Свойство 3.Любые две вершины, принадлежащие границе не-

которой грани плоского графа, можно соединить простой цепью 

произвольной длины так, что грань разобьѐтся на две. 

Свойство 4.Для любого плоского графа каждая точка плоско-

сти, не лежащая на ребре, входит только в одну грань, а каждая 

точка ребра, не являющаяся вершиной, входит только в одну 

грань, если это ребро- мост, и точно в две грани, если  это ребро-  

не мост. 
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Теорема 6.1 (Эйлера). Для всякого связного плоского графа 

верно равенство: 

2 fmn .        (6.1) 

Доказательство. Пусть T- некоторый остов графа G, тогда 

1nm , 1f . Так как T – дерево, то   211  nnfmn  и равен-

ство (6.1) верно. Будем добавлять  к остову T поочерѐдно все недо-

стающие ребра графа G. Тогда  на каждом шаге такой процедуры 

согласно свойству 3 число  рѐбер  m  и  число граней  f  увеличи-

ваются на единицу: 1: mm , ,1:  ff   а число вершин  n  остается 

постоянным. Следовательно, формула (6.1)  справедлива для лю-

бого связного плоского графа. Теорема  6.1 доказана. 

Следствие 6.1. Для  всякого выпуклого  многогранника сумма 

числа вершинn  и числа граней f  без числа ребер равна 2, т.е. 

2 fmn . 

Следствие 6.2. Для связного планарного  mn,  - графа верно 

неравенство: 63  nm  при 3n . 

Теорема 6.2. Граф 
5

K  не планарен. 

Доказательство. Предположим, что граф 5
K  - планарен. По-

скольку 
5

K  имеет 5n  вершин и 10m  ребер, то по следствию 6.2 

должно вытекать неравенство 63  nm , тогда 910  что неверно. 

Теорема 6.3. Граф 
3,3

K  не планарен. 

Доказательство.  Пусть 
3,3

K - планарный, тогда поскольку он 

связный должно выполняться неравенство 63  nm ; тогда 6n , 

9m . Для его плоской укладки выполнялось бы: 

596  fffmn . Тогда всякая грань двудольного 

графа 
3,3

K  должна быть ограничена, по крайней мере, четырьмя 

ребрами. Отсюда справедливо неравенство mf 24  1820 . 

Следовательно,  получили противоречие. 

 

  

 

 

Рис. 6.4. Не планарный  граф 
3,3

K . 
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Теорема 6.4. Связный граф планарен тогда и только тогда , ко-

гда каждый его блок планарен. 

 

6.3. Критерий планарности графа 

Рассмотрим операцию подразбиения ребра. Эта операция со-

стоит в том, что ребро  bae ,  удаляется, и добавляются два новых 

ребра  vae ,1 ,  bve ,2  где v - новая вершина. 

Два графа называются гомеоморфными, если они могут быть 

получены из одного и того же графа подразбиением его рѐбер. 

Теорема 6.5. (Понтрягина – Куратовского). 

Граф планарен тогда и только тогда, когда он не содержит 

подграфов, гомеоморфных 
5

K  и 
3,3

K . 

 

Задачи и упражнения 

 В этом параграфе буквами fmn ,,  обозначается число вершин, 

ребер и граней плоского графа. 

1. Если 0f , то G не содержит циклов (а) почему?), а поскольку 

по условию G связен, то G - дерево. 

2. При 0f  теорема утверждает, что 1mn , что для деревьев 

верно (б) почему?). 

3. Если 0f , то в графе существует цикл, ограничивающий одну 

из граней. Сотрем одно из ребер этого цикла. В новом графе 

вершин останется столько же, а ребер и граней станет на одну 

меньше (в) почему?). Поэтому значение выражения fn1  не 

изменится. 

4. г) Докажите, что граф останется связным. Будем повторять эту 

операцию, пока не кончатся грани. Выше доказано, что 

получившийся граф будет деревом, т.е. для него 

1 mnfmn . Но в процессе стирания ребер число 

fmn   не менялось, поэтому 1 fmn  и у исходного 

графа. 

5. Объясните, почему число граней плоского графа не зависит от 

способа, которым он нарисован на плоскости. 

6. В плоском графе имеется 7 граней, 3 треугольника, 3 

четырехугольника и 5-угольник. Сколько в этом графе ребер? 

А вершин? 

7. Докажите, что для планарного связного графа справедливы 
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неравенства 

а) fm 32  ; 

б) 63  nm . 

8. Докажите, что граф К5 не планарен. 

9. Докажите, что граф, имеющий 10 вершин, степень каждой из 

которых равна 5, — не планарен. 

10. Приведите пример планарного графа, степень каждой из 

вершин которого равна 5. 

11. Докажите, что в плоском графе есть вершина, степень которой 

не превосходит 5. 

12. Каждое ребро полного графа с 11 вершинами покрашено в 

один из двух цветов: красный или синий. Докажите, что либо 

’’красный”, либо ’’синий” граф не планарен. 

13. Пусть все ребра плоского графа - не менее, чем 4-угольники. 

Докажите, что для такого графа fm 2 . 

14. Выведите из предыдущей задачи, что граф К3,3 не планарен. 

15. При каких т и п будут планарны графы: 

а) Кn ? 

б) Km,n? 

в) 2n-угольник с проведенными главными диагоналями? 

16*. Будет ли планарен каркас 4-мерного гиперкуба? 
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7. НАХОЖДЕНИЕ КРАТЧАЙШИХ ПУТЕЙ В ГРАФАХ 

 

7.1. Постановка задачи 

Пусть дан граф ),(  XG , дугам которого приписаны веса 

(стоимости), задаваемые матрицей C = [cij]. Задача о кратчайшем 

пути состоит в нахождении кратчайшего пути от заданной началь-

ной вершины Xs  до заданной конечной вершины Xt , при 

условии, что такой путь существует, т.е. при условии )(sRt . 

Здесь )(sR  - множество, достижимое из вершины s. Элементы ijc  

матрицы весов С могут быть положительными, отрицательными 

или нулями. Единственное ограничение состоит в том, чтобы в G 

не было циклов с отрицательным суммарным весом. Если такой 

цикл все же существует и ix  - некоторая его вершина, то, двигаясь 

от  s к ix , обходя затем цикл  достаточно большое число раз и по-

падая, наконец, в t, мы получим путь со сколь угодно малым ве-

сом, означающим, что кратчайшего пути не существует. 

Следующие задачи являются обобщениями сформулированной 

выше задачи о кратчайшем пути. 

1. Для заданной начальной вершины s найти кратчайшие пути 

между s и всеми другими вершинами Xxi  . 

2. Найти кратчайшие пути между всеми парами вершин. 

На практике часто требуется найти не только кратчайший 

путь, но также второй, третий и т.д. кратчайшие пути в графе. Рас-

полагая этими результатами, можно решить, какой путь выбрать в 

качестве наилучшего (указанный подход полезен при использова-

нии таких критериев, которые являются субъективными по своей 

природе или не могут быть непосредственно включены в алго-

ритм). 

 

7.2. Алгоритм Дейкстра 

Наиболее эффектный алгоритм решения задачи о кратчайшем 

(s-t)-пути первоначально дал Дейкстра. Этот метод основан на 

приписывании вершинам временных меток, причем метка верши-

ны дает верхнюю границу длины пути от s к этой вершине. Значе-

ния меток постепенно уменьшаются с помощью некоторой итера-

ционной процедуры, и на каждом шаге итерации одна из времен-

ных меток становится постоянной. Последнее указывает на то, что 
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метка уже не является верхней границей, а дает точную длину 

кратчайшего пути от s к рассматриваемой вершине. 

Описание алгоритма Дейкстра. 

Пусть  ixl  - метка вершины ix . 

Шаг 1. Положить   0sl  и считать эту метку постоянной. По-

ложить   ixl  для всех sxi   и считать эти метки временными. 

Положить sp  . 

Шаг 2. Для всех )( pxi  , метки которых временные, изме-

нить метки в соответствии со следующим выражением: 

        iii xpcplxlxl ,,min        (7.1) 

Шаг 3. Среди всех вершин с временными метками найти та-

кую, для которой     ii xlxl min*  . 

Шаг 4. Считать метку вершины *
ix  постоянной и положить 

*
ixp  . 

Шаг 5. 1)  Если tp  , то  pl  является длиной кратчайшего пути. 

Если tp  , перейти к шагу 2 (для случая поиска пути от s к t.) 

2) Если все вершины помечены как постоянные, то эти метки 

дают длины кратчайших путей. Если некоторые метки являются 

временными перейти к шагу 2 (для случая поиска путей от s ко 

всем остальным вершинам). 

Как только длины кратчайших путей от s будут найдены, то 

сами пути можно получить при помощи рекурсивной процедуры с 

использованием соотношения (7.2). Так как вершина ix'  непосред-

ственно предшествует вершине ix  в кратчайшем пути от s к ix , то 

для любой вершины ix  соответствующую вершину ix'  можно 

найти как одну из оставшихся вершин, для которой 

     iiii xlxxcxl  ,'' .       (7.2) 

Если кратчайший путь от s до любой вершины ix  является 

единственным, то дуги  ii xx ,'  этого кратчайшего пути образуют 

ориентированное дерево с корнем s. Если существует несколько 

"кратчайших" путей от s к какой-либо другой вершине, то при не-

которой фиксированной вершине ix'  соотношение (7.2)  будет вы-

полняться для более чем одной вершины ix . В этом случае выбор 

может быть либо произвольным (если нужен какой-то один крат-

чайший путь между s и ix ), либо таким, что рассматриваются все 
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дуги  ii xx ,' , входящие в какой-либо из кратчайших путей, и при 

этом совокупность всех таких дуг образует не ориентированное 

дерево, а общий граф, называемый базой относительно s. Трудоѐм-

кость алгоритма Дейкстра составляет )( 3nO  операций. 

Пример 7.1. Рассмотрим граф G, изображенный на рис. 7.1, где 

каждое неориентированное ребро рассматривается как пара проти-

воположно ориентированных дуг равного веса. Матрица весов C 

приведена ниже. 

1x

2x 3x

4x

5x

6x

7x

8x

9x

 
Рис. 7.1. Граф G. 

 

Требуется найти все кратчайшие пути от вершины 1x  ко всем 

остальным вершинам. Постоянные метки будем снабжать знаком 

+, остальные метки рассматриваются как временные. 
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Воспользуемся алгоритмом Дейкстра. 

Шаг 1.    01xl ,   1xxxl ii  , 1xp  . 
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Первая итерация 

Шаг 2.      98721 ,,, xxxxxp   - все метки временные. 

Возьмем сначала 2x . Из (7.1) получаем   12]120,min[2  xl , 

аналогично   57 xl ,   28 xl ,   109 xl . 

Шаг 3. 2,10,2,5,12min
65439872 ,,,











xxxxxxxx
 соответствует 8x . 

Шаг 4. 8x  получает постоянную метку    28xl , 8xp  . 

Шаг 5. Не все вершины имеют постоянные метки, поэтому пе-

реходим к шагу 2. Метки  в начале следующей итерации показаны 

на рис. 7.2(а). 

Вторая итерация 

Шаг 2.      9658 ,, xxxxp   - все метки временные. Из со-

отношения (1.1) имеем   26]242,min[5  xl , 

аналогично   136 xl ,   99 xl . Метки  изображены на рис. 7.2(б). 

Шаг 3. 5,9,5,13,26,12min
4397652 ,











xxxxxxx
 соответствует 7x . 

Шаг 4. 7x  получает постоянную метку    57xl , 7xp  . 

Шаг 5. Перейти к шагу 2. 

Третья итерация 

Шаг 2.      96427 ,,, xxxxxp   - из соотношения (7.1) по-

лучаем   9]45,12min[2  xl , 

и аналогично   104 xl ,   136 xl ,   99 xl . 

Шаг 3. 9,9,13,26,10,9min
396542










xxxxxx

 соответствует 2x . 

Шаг 4. 2x  получает постоянную метку    92xl , 2xp  . 

Шаг 5. Перейти к шагу 2. 

Четвертая итерация 

Шаг 2.      9732 ,, xxxxp   - не все метки временные, по-

этому из соотношения (7.1) получаем   23]149,min[3  xl , и 

аналогично   99 xl . 

Шаг 3. 99,13,26,10,23min
96543










xxxxx
 соответствует 9x . 
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Шаг 4. 9x  получает постоянную метку    99xl , 9xp  . 

Шаг 5. Перейти к шагу 2. 

Пятая итерация 

Шаг 2.      87629 ,,, xxxxxp   - не все метки временные, 

поэтому из соотношения (7.1) получаем 

  13]109,13min[6  xl . 

Шаг 3. 1013,26,10,23min
6543










xxxx
 соответствует 4x . 

Шаг 4. 4x  получает постоянную метку   104xl , 4xp  . 

Шаг 5. Перейти к шагу 2. 

Шестая итерация 

Шаг 2.      6534 ,, xxxxp   - все метки временные, из со-

отношения (1.1) получаем   23]2010,23min[3  xl , 

и аналогично   125 xl ,   136 xl . 

Шаг 3. 1213,12,23min
653










xxx
 соответствует 5x . 

Шаг 4. 5x  получает постоянную метку   125xl , 5xp  . 

Шаг 5. Перейти к шагу 2. 

Седьмая итерация 

Шаг 2.      645 , xxxp   - не все метки временные, поэто-

му из соотношения (7.1) получаем  

  13]812,13min[6  xl . 

Шаг 3. 1313,23min
63










xx
 соответствует 6x . 

Шаг 4. 6x  получает постоянную метку   136xl , 6xp  . 

Шаг 5. Перейти к шагу 2. 

Восьмая итерация 

Шаг 2.      98536 ,,, xxxxxp   - не все метки временные, 

поэтому из (7.1) получаем:   23]2513,23min[3  xl . 

Шаг 3. 2323min
3










x
 соответствует 3x . 

Шаг 4. 3x  получает постоянную метку    236xl , 3xp  . 



 

86 

Шаг 5. Все вершины имеют постоянные метки. Конец работы 

алгоритма. Метки, полученные в результате работы алгоритма, по-

казаны на рис. 7.2(в). 

Найдем кратчайший путь между вершиной 2x  и начальной 

вершиной 1x , последовательно используя соотношение   (7.2). Та-

ким образом, полагая 2xxi  , находим вершину 2'x , непосред-

ственно предшествующую 2x  в кратчайшем пути от 1x  к 2x : 

вершина 2'x  должна удовлетворять соотношению 

      9,'' 2222  xlxxcxl . 

Единственной такой вершиной является 7x . Далее, применяем 

второй раз соотношение (7.2), беря 7xxi  ; получаем вершину 

7'x , непосредственно предшествующую 7x  в кратчайшем пути от 

1x  к 2x . Вершина 7'x  удовлетворяет соотношению 

      5,'' 7777  xlxxcxl . 

Единственной такой вершиной является 1x  и поэтому крат-

чайший путь от 1x  к 2x , есть  271 ,, xxx . 

Пусть 1x - база, дающая все кратчайшие пути от 1x , представ-

ляет собой дерево, изображенное жирными линиями на рис. 7.2 (в). 

0
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(б) 

0

2

5

9

9

23

13

12

10

 
(в) 

Рис. 7.2. (а) Метки   в конце 1-й итерации.  

(б) Метки в конце шага 2 на 2-й итерации.  

 (в) Окончательные метки вершин и 1x  - база. 

 

7.3. Алгоритм Форда (случай общей матрицы весов) 

Алгоритм Дейкстра  применим лишь в том случае, когда 

0ijc  для всех i и j. Однако если матрица С является матрицей 

стоимостей, то дуги, приносящие доход, должны иметь отрица-

тельные «стоимости». В этом случае для нахождения кратчайших 

путей между вершиной s и всеми другими вершинами можно вос-

пользоваться описанной ниже процедурой. Этот метод также явля-

ется итерационным и основан на метках вершин, причем в конце k-

й итерации метки равны длинам тех кратчайших путей (от s ко 

всем остальным вершинам), которые содержат не более k+1 дуг. В 

отличие от алгоритма Дейкстра, никакая из меток во время этого 

процесса не рассматривается как окончательная. Описываемый ме-

тод был первоначально предложен Фордом. 

 

Алгоритм  Форда 

Пусть  i
k xl  - метка вершины ix  в конце (k+1)–й итерации. 

Шаг 1. Положить S=Г(s), k=1,   01 sl ,   ),(1
ii xscxl   для всех 

)Г(sxi   и   ixl1  для всех остальных xi. 

Шаг 2. Для каждой вершины )(sxi   ( sxi  ) изменить ее 

метку следующим образом: 

         












ijj

k

Tx
i

k
i

k xxcxlxlxl
ij

,min,min1 , 
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где SxT ii  )(Г 1-  (множество iT  содержит те вершины, для кото-

рых текущие кратчайшие пути из s состоят из k дуг и для которых 

существуют дуги к вершине xi.). Для вершин )(sxi   положим 

   i
k

i
k xlxl 1 . 

Шаг 3. 

1. Если 1 nk  и    i
k

i
k xlxl 1  для всех xi, то получен оп-

тимальный ответ и метки равны длинам кратчайших путей. 

2. Если 1 nk  и    i
k

i
k xlxl 1  для некоторой вершины xi, 

то перейти к шагу 4. 

3. Если 1 nk  и    i
k

i
k xlxl 1  для некоторой вершины xi, 

то в графе существует цикл отрицательного веса и задача не имеет 

решения. 

Шаг 4. Обновить множество S следующим образом: 

 )()(| 1
i

k
i

k
i xlxlxS   . 

Шаг 4. Положить 1 kk  и перейти к шагу 2. 

Также можно привести общую матрицу весов к неотрицатель-

ной, увеличив вес каждого ребра на величину )](max[ ijcabs  и 

найти кратчайшие пути между вершиной s и всеми другими вер-

шинами с помощью алгоритма Дейкстра. 

Трудоѐмкость алгоритма Форда составляет )( 3nO  операций. 

 

7.4. Алгоритм Флойда нахождения кратчайших  путей 

между всеми парами вершин 

Пусть требуется найти кратчайшие пути между всеми парами 

вершин графа. Очевидный способ получить ответ на этот вопрос за-

ключается в n- кратном применении алгоритма Дейкстра или алго-

ритма Форда, причем каждый раз в качестве начальной вершины s 

берутся различные вершины. В случае полного графа с неотрица-

тельной матрицей весов C сложность алгоритма Форда )( 3nO , а для 

произвольной матрицы весов - )( 4nO . 

Опишем совершенно иной подход к задаче нахождения крат-

чайших путей между всеми парами вершин. Этот метод применим 

как к неотрицательным, так и к произвольным матрицам весов и 

время, необходимое для вычислений, пропорционально 3n . Если 

этот метод применим к графам с неотрицательной матрицей весов, 
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то он сэкономит почти 50 % времени по сравнению с n-кратным 

применением алгоритма Дейкстра. Метод был предложен первона-

чально Флойдом. Он базируется на использовании последователь-

ности из n преобразований (итераций) начальной матрицы весов С. 

При этом на k-й итерации матрица представляет длины кратчай-

ших путей между каждой парой вершин с тем ограничением, что 

путь между ix  и jx  (для любых ix  и jx ) содержит в качестве 

промежуточных только вершины из множества  kxxx ,,, 21  . 

Описание алгоритма Флойда: 

Предположим, что в начальной матрице весов 0iic  для всех 

ni ,,2,1   и ijc , если в графе отсутствует дуга  ji xx , . 

Шаг 1. Присвоить 0k . 

Шаг 2. 1 kk . 

Шаг 3. Для всех ki  , таких, что ikc , и для всех kj  , та-

ких, что kjc , введем операцию 

],min[ kjikijij cccc  .                                 (7.3) 

Шаг 4. 

1. Если 0iic , то в графе G существует цикл отрицательного 

веса, содержащий вершину ix , и решения нет. 

2. Если все 0iic  и nk  , то получено решение. Матрица ][ ijc  

дает длины всех кратчайших путей. 

3. Если все 0iic , но nk  , то вернуться к шагу 2. 

Сами кратчайшие пути можно найти по их длинам с помощью 

рекурсивной процедуры, подобной той, которая выше определя-

лась соотношением (7.2). С другой стороны, можно использовать 

информацию о самих путях (наряду с информацией о длинах пу-

тей). Этот последний метод полезен в тех случаях, когда требуется 

найти в графе цикл отрицательного веса (если такой существует). 

В этом методе в дополнение к матрице весов C хранится и обнов-

ляется вторая  nn -матрица ][ ij . Элемент ij  указывает 

вершину, непосредственно предшествующую вершине jx  в крат-

чайшем пути от ix  к jx . Матрице   присваиваются начальные 

значения iij x  для всех ix  и jx . В соответствии с (7.3) на шаге 

3 алгоритма обновление матрицы происходит так: 
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ijkjik

ijkjikkj

ij
ccc

ccc

если,изменяетсяне

если,
. 

В конце алгоритма кратчайшие пути получаются непосред-

ственно из заключительной матрицы  . Таким образом, кратчай-

ший путь между двумя вершинами ix  и jx  дается следующей по-

следовательностью вершин: 

ji xxxxxx ,,,,,,   , 

где ijx  ,   ix ,   ix  и т.д. до  iix . 

Здесь следует отметить, что если всем iic  придать начальные 

значения ∞ (а не 0), то конечное значение величины iic  будет 

равно весу цепи, проходящей через вершину ix . Исходя из 

структуры матрицы  , полученной в процессе той итерации, когда 

элемент iic  становится отрицательным, можно найти цикл 

отрицательного веса, соответствующий этому элементу. 

Трудоѐмкость алгоритма Флойда составляет )( 4nO  операций. 

 

7.5. Применение к сетевому планированию и управлению 
Предположим, что нужно реализовать некий проект, состоя-

щий из большого числа этапов. Каждому этапу поставим в соот-

ветствие вершину, и если этап i предшествует этапу j , то вершины 

соединяются  дугой ( ix , jx ) , направленной от вершины ix  к вер-

шине jx . Каждой дуге приписывается некоторый вес ijc , равный 

минимальной задержке во времени между началом этапа i и нача-

лом этапа j. 

Требуется  найти минимальное время, необходимое для реали-

зации проекта. Иными словами, нужно найти в графе самый длин-

ный путь между вершиной s, изображающей начало, и вершиной t, 

изображающей завершение всех необходимых для реализации 

проекта работ. Самый длинный путь называется критическим пу-

тем, так как этапы, относящиеся к этому пути, определяют полное 

время реализации проекта, и всякая задержка с началом выполне-

ния любого из этих этапов приведет к задержке выполнения проек-

та в целом. 

Данную задачу можно решить как задачу нахождения крат-

чайшего пути, используя алгоритм Дейкстра, заменив операцию 

min на max. 
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Задачи и упражнения 
1. Найти путь минимальной длины (Рис.7.3 между x0 и x7 и его 

длину. 

2. Задан сетевой граф проекта (Рис.7.3). Найти критический путь и 

минимальное время проекта 

a)                                                                b) 

c)                                                      d) 

Рис. 7.3. Орграфы. 

 

3. Составить программу нахождения кратчайшего пути между дву-

мя вершинами в графе. (Программирование  алгоритма  Дейкстра). 
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8. ВЕРШИННАЯ РАСКРАСКА ГРАФА 

 

Разнообразные задачи, возникающие при планировании про-

изводства, составлении графиков осмотра, хранения и транспорти-

ровке товаров и т.д., могут быть представлены часто как задачи 

теории графов, тесно связанные с так называемой «задачей рас-

краски». Графы, рассматриваемые в этой главе, являются просты-

ми неориентированными. 

 

8.1. Постановка задачи 

Пусть задан  граф  EVG ,  с  Vn  вершинами и некоторое 

натуральное число Vk . Произвольная функция вида 

 kVf ,...,2,1:   называется вершинной k - раскраской или просто k - 

раскраской графа G . Раскраска называется правильной, если 
   vfuf   для любых смежных вершин vu  графа G . Граф,  для 

которого существует правильная k - раскраска, называется k - рас-

крашиваемым. 

Минимальное  число k , при котором граф G  является k - рас-

крашиваемым, называется хроматическим числом  и обозначается 
 G . Если   kG  , то граф G  называется k - хроматическим. Пра-

вильная k - раскраска графа G  при  Gk   называется минималь-

ной. 

Гипотеза четырех красок формулируется следующим образом: 

всякий планарный граф 4-раскрашиваем. В 1976 году Хейкеном и 

Аппелем было получено доказательство этой гипотезы. Отметим, 

что это чрезвычайно длинное и сложное доказательство трудно 

воспроизводимо, поскольку было проведено с помощью компью-

тера. Конечно, такое доказательство не удовлетворяет многих ма-

тематиков. До сих пор нет уверенности в том, что эта гипотеза на 

самом деле доказана. 

Лемма  8.1. Всякий  планарный граф с 4n  вершинами имеет 

по крайней мере 4 вершины со степенями, не превосходящими 5. 

Теорема 8.1. (Р. Xивуд ). Всякий планарный граф G  5- рас-

крашиваем (т.е. если G — планарный граф, то   5G  ). 

Доказательство. Не теряя общности,  будем рассматривать 

плоские графы. Проведем индукцию по числу вершин графа G . 
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Пусть G  - плоский граф с Vn  вершинами. Известно, что при 5n  

граф G  является 5- раскрашиваемым и теорема 8.1 справедлива. 

Предположим, что теорема 8.1 верна для всех графов порядка, 

не превосходящего 5, nn . Рассмотрим произвольный плоский 

граф порядка 1n . Согласно лемме 8.1. этот граф содержит верши-

ну 0v , степень которой не превосходит пяти. Рассмотрим возмож-

ные случаи. 

1) 4
0
vN . По индуктивному предположению граф 0vGG   

5- раскрашиваем; раскрасим его вершины пятью цветами. Затем 

окрасим вершину 0v  в тот из пяти цветов, который не был исполь-

зован при раскраске вершин из 
0vN . Отсюда следует, что в множе-

стве 
0vN  имеются хотя бы две пары различных несмежных вер-

шин с различными соответствующими компонентами (например, 

на рис.8. 1 это пары  53,vv  и  42,vv ). 

 
Рис.8.1. Граф 0vGG  .  Рис.8.2. Граф G  . 

2) 5
0
vN . В  множестве 

0vN  имеются две различные несмеж-

ные вершины 
1

v  и 3v , иначе граф G  содержит подграф, стягивае-

мый к 
5

K , и поэтому не является планарным. Граф  G  , получен-

ный из 0vGG   слиянием этих вершин в вершину v , является 

плоским и по индуктивному предположению 5- раскрашиваемым. 

Фиксируем какую-либо из правильных 5 - раскрасок  графа G  . В 

графе G  окрасим вершины 1v  и 3v  в цвет вершины v , а остальные 

отличные от 1v  и 3v  вершины окрасим в те же цвета, что и соответ-
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ствующие вершины графа G  . Затем окрасим вершину 0v  в цвет, 

не использованный при раскраске вершин множества 
0vN . 

Получена   правильная 5 - раскраска графа G .  Таким образом, 

теорема 8.1 доказана. 

Заметим, что теоремы о 2 - раскраске деревьев, о k - раскраске 

планарных графов при 4k  доказываются аналогично теореме 

8.1.Известны следующие две теоремы. 

Теорема 8. 2. Следующие  два утверждения эквивалентны: 

1)  произвольный плоский граф 4- раскрашиваем; 

2)  любая кубическая карта 4- раскрашиваема. 

Теорема 8. 3. Следующие  два утверждения эквивалентны: 

1) гипотеза четырех красок верна; 

2) любой связный 5-хроматический граф стягиваем к  
5

K . 

Соответствующая хроматическому числу раскраска вершин 

разбивает множество вершин графа на r подмножеств, каждое из 

которых содержит вершины одного цвета. Эти множества являют-

ся независимыми, поскольку в пределах одного множества нет 

двух смежных вершин. 

Хроматическое  число графа  нельзя найти, зная только числа 

вершин и ребер графа. Недостаточно также знать степень каждой 

вершины, чтобы вычислить хроматическое число графа. В этом 

можно убедиться, рассматривая графы, приведенные на рис.8.3(а) 

и рис.8.3(б). Эти графы имеют по n=12 вершин, m=16 ребер и оди-

наковые распределения степеней вершин id . Однако хроматиче-

ские числа данных графов равны 4 и 2 соответственно. При из-

вестных величинах n  (число вершин), m (число ребер) и n1 d,,d   

(степени вершин графа) можно получить верхнюю и нижнюю 

оценки для хроматического числа графа. Задача нахождения хро-

матического числа произвольного графа является сложной про-

блемой, для решения которой не существует точного алгоритма 

решения. Для  решения задачи о раскраске графа в настоящее вре-

мя известны приближенные алгоритмы, позволяющие находить 

приближенное значение хроматического числа произвольного гра-

фа и соответствующую этому значению раскраску вершин. 
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Рис.8.3. Графы  с одинаковыми  n, m и распределениями  

степеней вершин, но с различными хроматическими числами:  

(а)   4G  . (б)   2G  . 

 

8.2. Нижние оценки для  G  

Поскольку число  G  равно мощности наибольшего множе-

ства попарно несмежных вершин графа G, то оно совпадает также 

с мощностью наибольшего множества вершин в G, которые могут 

быть окрашены в один цвет, и, следовательно, 

 
 








G

n
G


 ,        (8.1) 

где n — число вершин  графа G, а  x  обозначает наибольшее це-

лое число, не превосходящее числа x. Еще одна нижняя оценка для 

 G  предложена Геллером: 

 
m2n

n
G

2

2


 .       (8.2) 

 

8.3. Верхние оценки для  G  

Нижние оценки хроматического числа, безусловно, более ин-

тересны, чем верхние, поскольку (если они достаточно близки к 

истинному значению) они могут быть использованы в процедуре 

вычисления  G , включающей дерево поиска. В то же время верх-

ние оценки хроматического числа подобного применения не нахо-

дят. Тем не менее, в литературе приводится формулы для вычис-
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ления верхних оценок хроматического числа; так Бруксом предло-

жена следующая легко вычисляемая оценка: 

    1xd1G i
Xx

max
i




       (8.3) 

 

8.4. Приближенные алгоритмы раскрашивания 
Существует много эвристических процедур раскрашивания 

графов, позволяющих находить хорошие приближения для хрома-

тического числа графа в тех случаях, когда размеры графа слиш-

ком велики и получение оптимальной раскраски точными метода-

ми, упоминавшимися ранее, затруднительно. В настоящем разделе 

дается краткое описание одной из таких процедур и ряда ее разно-

видностей. Данная процедура относится к последовательным ме-

тодам, основанным на упорядочивании множества вершин. 

В этом простейшем из методов вершины вначале располага-

ются в порядке невозрастания их степеней. Первая вершина окра-

шивается в цвет 1; затем список вершин просматривается сверху 

вниз (по невозрастанию степеней) и в цвет 1 окрашивается всякая 

вершина, которая не смежна с другой вершиной, уже окрашенной, 

в этот цвет. Затем  возвращаемся к первой в списке неокрашенной 

вершине, окрашиваем ее в цвет 2 и снова просматриваем список 

вершин сверху вниз, окрашивая в цвет 2 любую неокрашенную 

вершину, которая не смежна другой, уже окрашенной в цвет 2 

вершине. Аналогично действуем с цветами 3, 4 и т.д., пока не бу-

дут окрашены все вершины. Число использованных цветов будет 

тогда приближенным значением хроматического числа графа. 

Простая модификация описанной выше эвристической проце-

дуры состоит в переупорядочивании неокрашенных вершин  после 

окраски каждой очередной вершины: оставшиеся неокрашенные 

вершины записываются в порядке невозрастания их «относитель-

ных» степеней, т.е. степеней в таком графе, который получается из 

данного после удаления окрашенных вершин (вместе с ребрами, 

инцидентными удаленным вершинам). 

В этой процедуре предполагалось, что если две вершины име-

ют одинаковые степени, то их взаимное положение в списке слу-

чайно. В таких ситуациях уточнение в размещении вершин можно 

осуществлять с помощью двухшаговых степеней  2
id  вершин ix , 

имеющих одинаковые степени (одинаковые 1-шаговые степени), 

где  2
id  определяется как число маршрутов длины 2,  исходящих из 
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ix . Эти вершины могут быть размещены тогда в соответствии с ве-

личинами степенен  2
id . Если все-таки найдутся вершины, у кото-

рых совпадают и степени id , и степени  2
id , то можно вычислить 

трехшаговые степени  3
id  (определяемые аналогичным образом) и 

разместить вершины с учетом степеней  3
id  и т.д. 

Можно действовать иначе: размещать вершины сразу в соот-

ветствии с их степенями  2
id  или степенями  3

id  и применять тот 

же самый последовательный метод раскраски. Таким образом, 

описанный выше метод раскрашивания очерчивает целый класс 

последовательных методов, каждый из которых связан с опреде-

ленным способом упорядочивания вершин, либо статическим, т.е. 

фиксированным сразу для всей процедуры, либо динамическим, 

т.е. изменяющимся в процессе раскраски. Способ упорядочивания 

может базироваться на многих возможных критериях, зависящих 

от степеней вершин или от каких-либо других родственных харак-

теристик. 

Результаты вычислений и сравнение последовательных мето-

дов раскрашивания для графов, выбранных случайным образом, 

приведены в работах Матулы, Вильямса, Марбле и Исааксона. 

Границы применимости этих эвристических методов демонстри-

руются у Митчема, показавшего, что можно построить графы, для 

которых любой из эвристических методов дает произвольно пло-

хие оценки хроматического числа. 
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9. ХРОМАТИЧЕСКИЕ  ГРАФЫ 

 

Теорема 9.1. Для того, что бы граф G  был 2- хроматическим 

необходимо и достаточно, чтобы он был двудольным. 

Доказательство 1.  Пусть G - 2-хроматический, тогда множе-

ство V вершин графа G  разбито на два подмножество 1V - вершины 

с цветом 1, 2V - вершины с цветом 2. Отсюда следует, что G - дву-

дольный граф. 

2.   G  -двудольный, тогда 1V  закрашиваем в цвет 1, 2V - в цвет 

2. Поскольку любое ребро  
21

,:, VvVuvue  , то G -2-

хроматический. 

Из теорем 3.1,9.1 вытекает 

Теорема 9.2. Для того чтобы граф G   был 2-хроматическим, 

необходимо и достаточно, чтобы он не содержал циклов нечетной 

длины. 

Подмножество V   вершин графа ),( EVG    называется кли-

кой, если любые две входящие в него вершины смежны. 

Число вершин в максимальной клике графа G называется его 

плотностью (или кликовым числом) и обозначается через ).(G  

Теорема 9.3. Граф G  - хроматический тогда и только тогда,  

когда он содержит  - вершинную клику


K , которая является 

критическим подграфом  G или стягивается к 


K . 

Теорема 9.4. Любой критический  подграф графа G такой, что 

х(Н) =х(G), является кликой или стягивается к


K . 

Теорема 9.5. Каждый критический  подграф 
x

H  графа Gтакой, 

что х(Н) =х(G), который не является кликой, получается из крити-

ческого подграфа  
1x

H  добавлением к нему вершины v  и ребер, 

соединяющих вершину v  с каждой вершиной 1xH . 

Теорема 9.6. Граф G является  -хроматическим тогда и толь-

ко тогда,  когда он содержит критический подграф )()(: GxHxH   

или 


KH  . 

Теорема 9.7. Каждый граф G  содержит критический подграф 

)()(: GxHxH  . 
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Теорема 9.8. Каждый критический граф  GHxH )(:  стяги-

вается к K . 

Гипотеза 1. Каждый  n - хроматический связный граф G стя-

гивается к n
K . 

Гипотеза 2. Следующие два утверждения эквивалентны: 

1) каждый  n- хроматический  граф стягивается к n
K . 

2) гипотеза 4 –х  красок верна. 

Критическим графом I рода будем называть критический  граф 

H , который содержится в графе G , и выполняется равенство х(Н) 

=х(G). 

Граф G  будем называть критическим графом II рода, если 

граф G  является критическим и стягивается к такому критическо-

му подграфу )()(: GxHxH  . 

Известно, что каждый граф G  содержит критический подграф 

)()(: GxHxH  . Отсюда и из определений следует, что справедли-

ва 

Лемма 9.1. Каждый граф  G содержит подграф, который явля-

ется либо критическим графом I рода, либо критическим графом II 

рода. 

Известна теорема Зыкова: 

Теорема 9.9. Для любого целого 2  существует простой 

(обыкновенный) граф G  плотности 2)( G  с произвольно боль-

шим хроматическим числом  . 

Доказательство. Для  доказательства теоремы 9.9 индуктивно 

построим последовательность ),...,,(
21 i

GGGS   графов 
i

G  без тре-

угольников (рис.9.1.) таких, что iGx i )( . Положим .
22

KG      

 
Рис.9.1. Последовательность графов без треугольников. 
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Если граф 
i

G  уже построен, 2i  и  ni
vvvV ,...,, 21 . Добавив к 

iG  «дубликаты» вершин }',...,','{'
21 nvvvV  , граф 

1i
G   определим по 

следующему правилу: ',','
1

V
i

VvV
i

VvVVV
ii 

 , каж-

дую вершину '
jv  соединим ребрами с теми вершинами из 

i
V , с 

которыми смежна 
jv  в графе 

i
G : вершину v соединим  ребрами  с 

каждой вершиной из 'V . Полученный таким образом граф имеет 

2n+1 вершин. 

Покажем, что 
1i

G  - искомый граф. Так как вершина v не 

смежна ни с одной вершиной из множества  ni
vvvV ,...,, 21 , а вер-

шины из }',...,','{'
21 nvvvV   попарно не смежны, то никакой треуголь-

ник не может содержать v. По той же причине треугольник не мо-

жет содержать более одной вершины из множества 'V , если тре-

угольник образовывали вершины kji vvv ,.,
, то эти вершины в графе 

i
G

составляли бы треугольник. Поскольку в графе i
G

 треугольни-

ков нет, то в графе 1i
G

также их нет. Кроме того, любую правиль-

ную i-  раскраску графа Gi легко продолжить до правильной (i+1)- 

раскраски графа Gi+1 , положив f(vj
’
)=f(vi) для j=1,2,…, n и приписав 

вершине  v новый цвет.  Таким  образом, доказано, что граф Gi+1 не 

содержит треугольников и 
1

1










 i
i

G
. Теорема 9,9 доказана.

 

Из метода доказательства  теоремы 9.9 следует, что получен-

ная таким образом последовательность ,...,2,1},{  i
i

GS  обладает 

следующими свойствами. 

1
0
. Каждый граф 

i
G  содержится в каждом из графов 

1i
G , 2i

G ,…, т.е. GGGGGG ii   ...... 1432 . 

2
0 
. Графы 

r
GGGG ,...,,,

432
критические I рода каждый. 

3
0
.  Граф 

i
G , 5i - содержит подграф, который является кри-

тическим II рода. 

4
0
. Каждый граф vGG

ii
'  является критическим I рода. 
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5
0
.  Каждый критический граф vGG ii '  является критиче-

ским подграфом II рода, т.е. получается из графа '
i

G стягиванием к 

центрам всех ребер, содержащих центральные вершины со всеми 

вершинами их окружения. 

6
0
. Каждый критический граф  II рода '

i
G  стягивается к  

i
K . 

 

Алгоритм  нахождения хроматического числа 

1. Ввести k- число подмножеств .,...,2,1, kiVi   

2. Выбрать множество sV . 

3. Выбрать множество smVm , . 

4. Выбрать вершину si Vv  . 

5. На вход подать список iN ; Вычислить iNp . 

6. Исключить iv  из sV , т.е. }{\: iss vVV  . 

7. Выбрать вершину 
ij

Nv  . 

8. Исключить вершины jv  из iN , т.е. }{\ jii vNN  . 

9. Если iN  и 
ij

Nv   , mj Vv  , то mj vvrr  ;1: {выбрать следу-

ющие вершины списка iN }; перейти к n. 6. 

10. Если iN  и ij
Nv 

, mj Vv  , то 
mj

vvr  ;: 0 {перейти к сле-

дующим вершинам списка iN } перейти к n. 6. 

11. Если 1r , то 1:  tt ; выбрать следующее множество eV , т.е. 

em VV : , перейти к n  3. 

12. Если t < 1k ,то { iv - не является ps -вершиной} вершина iv ис-

ключается из множества mV  и включается в такое множество pV , 

что }{ ip vV  - независимое множество; перейти к следующим вер-

шинам множества sV   ;:
ki

vv  перейти к n 2. Если mV , то 

1: kk {перейти к следующему множеству ::;:
eipm

vvVV  пе-

рейти к n 3}. 

13. Если t=k-1, то {  psv
i

вершина, 1:s s } пометить ps -

вершины. 

14. Если s<k , то {в списке 
i

N ps  - вершины iv  не все вершины яв-

ляются ps -вершинами} 
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15. В списке )( ivN выбрать не помеченные вершины sv . Найти 

множество mV , sm , для которого  sm vV независимое множество. 

Исключить вершины ss Vv   из sV и включить в множество mV  : 

{перейти к следующим вершинам множества  sV }; ei vv  ; перейти 

к n 2. 

16. Если sV , то 1 kk , 1:  ss . 

17. Если ks  , то перейти к n 1. 

18. Если k , то { ps - вершина смежна хотя бы одной ps - вершине 

каждого множества ki
i

v ,...,2,1,  }. 

19. Вывести множества iV ,  k. 
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10. ПРИМЕНЕНИЯ РАСКРАСКИ ГРАФА 

Задача раскраски в том «чистом» виде, в каком она рассматри-

валась выше в настоящей лекции, редко встречается на практике. 

Однако ее обобщения и разновидности находят широкое примене-

ние в большом числе различных прикладных задач. Целью данного 

раздела является ознакомление читателя с несколькими наиболее 

часто встречающимися обобщениями. Список приложений, есте-

ственно, этими примерами не ограничивается. 

 

10.1. Простая задача размещения (загрузки) 

Рассмотрим задачу размещения (загрузки) n каких-то предме-

тов по ящикам. Пусть каждый предмет соответствует определен-

ной вершине графа G. Всякий раз, когда два предмета ix  и jx  не 

могут быть размещены в одном ящике (например, когда предмет ix  

может загрязнить предмет jx ), в граф G вводится ребро  ji x,x . 

Если ящики имеют неограниченную вместимость такую, что в 

каждый из них можно поместить сколько угодно предметов, то за-

дача нахождения наименьшего числа ящиков для размещения 

предметов эквивалентна задаче нахождения хроматического числа 

графа G. При этом каждому ящику соответствует определенный 

«цвет», а предметы, окрашенные в один цвет, укладываются в один 

и тот же ящик. 

 

10.2. Составление графиков осмотра (проверки) 

В задачах теории расписаний осмотры представляются в  виде  

временных интервалов. Каждому осмотру  можно сопоставить 

вершину некоторого графа, причем две любые вершины графа бу-

дут соединены ребром лишь тогда, когда соответствующие им 

осмотры нельзя осуществлять одновременно. Требуется составить 

такой график осмотра, который связан с наименьшими временны-

ми затратами (с учетом приведенных выше ограничений на «сов-

местимость»  осмотров).  Эта  задача  эквивалентна задач о рас-

краске вершин графа с использованием наименьшего числа цветов. 

Хроматическое число графа как раз и соответствует осмотру, тре-

бующему наименьших временных затрат. 

10.3. Задача распределения ресурсов 

Пусть для выполнения каких-то n работ надо распределить m 

имеющихся в наличии ресурсов. Считаем, что каждая из работ вы-
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полняется за некоторый (одинаковый для всех работ) промежуток 

времени и что для выполнения i-й работы требуется подмножество 

ресурсов iS . Построим граф G: каждой работе соответствует опре-

деленная вершина графа, а ребро  ji x,x  существует в графе тогда и 

только тогда, когда для выполнения i-й и j-й работ требуется  хотя 

бы один общий  ресурс, т. е. когда   ji SS . Это означает, что i-

я и j-я работы не могут выполняться одновременно. Раскраска гра-

фа G определяет тогда некоторое распределение ресурсов (по вы-

полняемым работам), причем такое, что работы, соответствующие 

вершинам одного цвета, выполняются одновременно. Наилучшее 

использование ресурсов (т.е. выполнение всех n работ за наимень-

шее время) достигается при оптимальной раскраске вершин графа 

G. 

 

Задачи и упражнения 

  1. Найдите хроматическое число всех графов, изображенных на 

рисунках этого пособия. 

 2. Для любого  n приведите пример графа с хроматическим 

числом п. 

 3.Чему равно хроматическое число дерева? 

 4. Чему равно хроматическое число простой цепи? 

 5. Чему равно хроматическое число простого цикла? 

6. Составить программу раскраски графа (используя алгоритм 

последовательной раскраски). 

7. Верно ли утверждение «граф G является r- хроматическим то-

гда и только тогда, когда он содержит r- вершинную клику rK ?   
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КОМПЛЕКТ ЗАДАНИЙ ДЛЯ ТЕСТИРОВАНИЯ   

по дисциплине «Дискретная математика» 

 

1. Тип - дистрибутивный вопрос. 

Дано универсальное множество U={1,2,3,4,5,6,7} и в нем 

подмножества A={x| x < 5}, B={2,4,5,6}, C={1,3,5,6}. 

Найти BA  (Указать правильные варианты ответов). 

a. {1,2,2,3,4,4,5,6}  

b. {1,2,3,4,5,6} (+3 балла)            

c. {x|  x < 7, Ux } (+4 балла)   

d. {1,3}  

e. {3,4,2,5,1,6} (+3 балла)             

2. Тип - дистрибутивный вопрос. 

Дано универсальное множество U={1,2,3,4,5,6,7} и в нем 

подмножества A={x| x < 4}, B={2,4,5,7}, C={1,2,5,6}. 

 Найти AC   (Указать правильные варианты ответов). 

a. {1,1,2,2,3,5,6}  

b. {1,2,3,5,6} (+5 баллов ) 

c. {x|  x < 7}  

d. {3,2,6,1,5} (+5 баллов) 

e. {1,2}  

3. Тип - дистрибутивный вопрос. 

Дано универсальное множество U={1,2,3,4,5,6,7} и в нем 

подмножества A={x| x > 4}, B={3,5,7}, C={1,2,4,6}. 

Найти BC   (Указать правильные варианты ответов). 

a. U (+4 балла ) 

b. {3,5,7}  

c.   
d. {3,5,7,1,2,4,6} (+3 балла ) 

e. {1,2,3,4,5,6,7} (+3 балла ) 

4. Тип - дистрибутивный вопрос. 

Дано универсальное множество U={1,2,3,4,5,6,7} и в нем 

подмножества A={x| x < 5}, B={2,4,5,6}, C={1,3,5,6}. 

Найти BС   (Указать правильные варианты ответов). 

a. {1,2,3,4,5,5,6,6}  

b. {6,5} (+5 баллов ) 

c. {1,2,3,4,5,6}  

d. {x|  x < 7}  

e. {5,6} (+5 баллов) 
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5. Тип - дистрибутивный вопрос. 

Дано универсальное множество U={1,2,3,4,5,6,7} и в нем 

подмножества A={x| x < 4}, B={2,4,5,7}, C={1,2,5,6}. Найти BA  

(Указать правильные варианты ответов). 

a. {1,2,3,4,5,7}  

b. {1,2,2,3,4,5,7} 

c. {2} (+5 баллов) 

d. {5,6}  

e. {x|  x=2} (+5 баллов) 

6. Тип - дистрибутивный вопрос. 

Дано универсальное множество U={1,2,3,4,5,6,7} и в нем 

подмножества A={x| x > 4}, B={3,5,7}, C={1,2,4,6}. 

Найти AB  (Указать правильные варианты ответов). 

a. {7,5} (+5 баллов) 

b. {3,5,6,7}  

c. {5,7,5,7}   

d. {5,7} (+5 баллов) 

e. {x|  2 < x < 8}  

7. Тип - дистрибутивный вопрос 

Дано универсальное множество U={1,2,3,4,5,6,7} и в нем 

подмножества A={x| x < 5}, B={2,4,5,6}, C={1,3,5,6}. 

Найти декартово (прямое) произведение CD , где BAD   

(Указать правильные варианты ответов). 

a. {1,3,5,6}  

b. {(1,1), (3,1), (1,3), (3,3), (1,5), (3,5), (1,6), (3,6)} (+6 баллов) 

c. {(1,1), (1,3), (3,3), (1,5), (3,5), (1,6), (3,6)}  

d. { (1,3), (1,5), (3,5), (1,6), (3,6)}  

e. { (3,3), (1,5), (3,5), (1,6), (3,6), (1,1), (3,1), (1,3)} (+6 баллов ) 

f. {1,1,3,3,5,6}  

8. Тип - дистрибутивный вопрос. 

Дано универсальное множество U={1,2,3,4,5,6,7} и в нем 

подмножества A={x| x < 4}, B={2,4,5,7}, C={1,2,5,6}. 

Найти декартово (прямое) произведение AD , где BCD   

(Указать правильные варианты ответов). 

a. {1,2,3,6}  

b. {(1,1), (6,1), (1,2), (6,2), (1,3), (6,3)}  (+4 балла)  

c. { (1,1), (1,6), (1,2), (2,6), (1,3), (3,6)}  

d. {1}  

e. {(1,1), (1,2), (1,3), (6,1), (6,2), (6,3)}  (+4 балла) 
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f. {(6,3), (1,1), (1,3), (6,1), (6,2), (1,2)}  (+4 балла) 

9. Тип - дистрибутивный вопрос. 

Дано универсальное множество U={1,2,3,4,5,6,7} и в нем 

подмножества A={x| x > 4}, B={3,5,7}, C={1,2,4,6}. Найти 

декартово (прямое) произведение DB , где ACD   (Указать 

правильные варианты ответов). 

Варианты ответов: 

a. {1,2,3,4,5,7} 

b. {(3,1),(5,1),(7,1),(3,2),(5,2),(7,2),(3,4),(5,4),(7,4)}  

(+6 баллов) 

c. U - {4} 

d. {(1,3),(2,3),(3,4),(1,5),(2,5),(4,5),(1,7),(2,7),(4,7)} 

e. {(3,1),(3,2),(3,4),(5,1),(5,2),(5,4),(7,1),(7,2),(7,4)}  

(+6 баллов) 

f.    
10. Тип - альтернативный вопрос.  

Справедлив ли дистрибутивный закон? 
)()()( CABACBA    

a. да 

b. нет (+5 баллов) 

11. Тип - альтернативный вопрос  

Справедлив ли дистрибутивный закон? 
)()()( CABACBA   

a. да 

b. нет (+5 баллов) 

12. Тип - альтернативный вопрос 

Справедлив ли дистрибутивный закон? 
ACABCBA  )(  

a. да (+5 баллов) 

b. нет  

#Ответ# да# (+5 баллов) 

13. Тип - альтернативный вопрос  

Справедлив ли дистрибутивный закон? 
))(( CABABCA   

a. да(+5 баллов) 

b. нет  

14. Тип - альтернативный вопрос. 

Справедлив ли дистрибутивный закон? 
)()()( CABACBA   
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a. да 

b. нет (+5 баллов) 

15. Тип - альтернативный вопрос. 

Справедлив ли дистрибутивный закон? 
)()( CABACBA   

a. да 

b. нет (+5 баллов) 

16. Тип - альтернативный вопрос. 

Справедлив ли дистрибутивный закон? 
)()()( CABACBA   

a. да 

b. нет (+5 баллов) 

17. Тип - альтернативный вопрос. 

Справедлив ли дистрибутивный закон? 
ACABCBA  )(  

a. да (+5 баллов) 

b. нет  

18. Тип - альтернативный вопрос. 

Справедлив ли дистрибутивный закон? 
)()()( CABACBA   

a. да 

b. нет (+5 баллов) 

19. Тип - простой вопрос. 

Сколькими способами можно выбрать 3 различных карандаша 

из имеющихся 5 карандашей разных цветов? (Ввести ответ в 

виде числа) 

#Ответ# 10# (+10 баллов) 

20. Тип - простой вопрос. 

Сколькими способами можно разделить 5 различных 

карандашей между двумя школьниками так, чтобы у каждого 

был хотя бы один карандаш? (Ввести ответ в виде числа) 

#Ответ# 30# (+10 баллов) 

21. Тип - простой вопрос. 

Сколькими способами можно разделить 8 шахматистов на две 

команды по 4 человека? (Ввести ответ в виде числа) 

#Ответ# 35# (+10 баллов) 

22. Тип - простой вопрос. 

Граф G задан следующей матрицей смежности: 
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00100100

00011000

10000001

01000010

01000011

10000011

00011100

00101100

 

Найти радиус r(G) графа. 

#Ответ# 3# (+10 баллов) 

23. Тип - простой вопрос. 

Граф G задан следующей матрицей смежности: 























00100100

00011000

10000001

01000010

01000011

10000011

00011100

00101100

 

Найти диаметр d(G) графа. 

#Ответ# 4# (+10 баллов) 

24. Тип - простой вопрос. 

Граф G задан следующей матрицей смежности: 





























01011001

10100100

01010001

10101010

10010100

01001010

00010101

10100010

 

Найти радиус r(G) графа. 

#Ответ# 2# (+10 баллов) 

25. Тип - простой вопрос. 

Граф G задан следующей матрицей смежности: 
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01011001

10100100

01010001

10101010

10010100

01001010

00010101

10100010

 

Найти диаметр d(G) графа.  

#Ответ# 2# (+10 баллов) 

26. Тип - простой вопрос. 

Граф G задан следующей матрицей смежности: 



























01100000

10110010

11010000

01101000

00010110

00001011

01001101

00000110

 

Найти радиус r(G) графа. 

#Ответ# 2# (+10 баллов) 

 

27. Тип - простой вопрос. 

Граф G задан следующей матрицей смежности: 



























01100000

10110010

11010000

01101000

00010110

00001011

01001101

00000110

 

Найти диаметр d(G) графа. 

#Ответ# 3# (+10 баллов) 

28. Тип - простой вопрос. 

Сколько существует неизоморфных деревьев с 6 вершинами? 

#Ответ# 6# (+10 баллов) 

29. Тип - простой вопрос. 

Сколько существует неизоморфных связных графов с 5 вер-

шинами и 4 ребрами? 

#Ответ# 3# (+10 баллов) 
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30. Тип - простой вопрос. 

Сколько существует неизоморфных связных графов с 5 вер-

шинами и 5 ребрами? 

#Ответ# 5# (+10 баллов) 

31. Тип - дистрибутивный вопрос. 

Выберите условия, каждое из которых является необходимым 

для того, чтобы связный граф с n вершинами был планарным 

(m – число ребер): 

a.  63  nm  (+3 балла) 

b.  63  nm  
c.  m = 8  при n = 6  

d.  m < 19   при  n = 8 (+4 балла) 

e. nm 3  (+3 балла) 

32. Тип - дистрибутивный вопрос. 

Выберите условия, каждое из которых является достаточным 

для того, чтобы граф с n вершинами был планарным (m – чис-

ло ребер): 

a.  63  nm  
b.  граф не содержит подграфа, гомеоморфного графу 

33
K , и 

подграфа, гомеоморфного графу 
5

K  (+3 балла) 

c. m = n – 1, и граф связный (+4 балла) 

d. граф не содержит подграфа, изоморфного графу 
33

K  

e. m = 5  при n = 7 (+3 балла) 

33. Тип - дистрибутивный вопрос. 

Выберите условия, каждое из которых является достаточным 

для того, чтобы граф с n вершинами не был планарным (m - 

число ребер): 

a. граф содержит подграф, изоморфный графу 
5

K  (+2 балла) 

b. m = 10  при n = 20  

c. граф содержит подграф, гомеоморфный графу 
6

K  (+3 балла) 

d. nm 3  (+2 балла) 

e. m = 10 при n = 5 (+3 балла) 

34. Тип - дистрибутивный вопрос. 

Пусть граф G с n вершинами является деревом. Тогда: (Выбе-

рите для G верные утверждения) 

a. число ребер m = n - 1 (+2 балла) 

b. граф связный (+3 балла) 

c. граф не содержит циклов (+2 балла) 



 

112 

d. граф планарный (+2 балла) 

e. граф не эйлеров (+2 балла) 

f. есть вершина степени 1 (+3 балла) 

g. есть вершина степени больше 1 

35. Тип - дистрибутивный вопрос. 

Пусть граф G с n вершинами является несвязным. Тогда: (Вы-

берите для G верные утверждения.) 

a. число компонент связности  всегда равно 2 

b. число компонент связности  может быть равно 2 (+3 балла) 

c. степень каждой вершины не превосходит n - 2 (+4 балла) 

d. число компонент связности  больше 1 (+3 балла) 

e. граф не может быть двудольным 

f. граф планарный 

g. граф не может быть деревом (+4 балла) 

36. Тип - дистрибутивный вопрос. 

Пусть граф G с n вершинами является двудольным. Тогда: 

(Выберите для G верные утверждения.) 

a. в нем нет циклов четной длины 

b. в нем могут быть циклы четной длины (+7 баллов) 

c. в нем все циклы имеют четную длину (+7 баллов) 

d. граф связный 

e. степень каждой вершины не превосходит n - 2 

f. граф содержит цикл, если каждая доля содержит не менее 

двух вершин   

g. граф планарный 

37. Тип - альтернативный вопрос. 

Является ли планарным следующий граф: 

 
a. да  (+5 баллов) 

b. нет 

38.  Тип - альтернативный вопрос. 

Является ли планарным следующий граф: 
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a. да 

b. нет (+5 баллов) 

39. Тип - альтернативный вопрос. 

Является ли планарным следующий граф: 

 
a. да  (+5 баллов) 

b. нет 

40. Тип - альтернативный вопрос. 

Является ли планарным следующий граф: 

 
a. да  (+5 баллов) 

b. нет 

41. Тип - альтернативный вопрос. 

Является ли планарным следующий граф: 
 

 

 

 

 
 

a. да  (+5 баллов) 

b. нет 

42. Тип - альтернативный вопрос. 

Является ли планарным следующий граф: 

 
a. да 

b. нет (+5 баллов) 

43.  Тип - простой вопрос. 

Сколько граней у плоского графа: 
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#Ответ# 4# (+5 баллов) 

44.  Тип - простой вопрос. 

Сколько граней у плоского графа: 

 
#Ответ# 5# (+5 баллов) 

45. Тип - простой вопрос. 

Сколько граней у плоского графа: 

 
#Ответ# 5# (+5 баллов) 

46. Тип - простой вопрос. 

Сколько граней у плоского графа: 

 
#Ответ# 8# (+5 баллов) 

47. Тип - простой вопрос. 

Сколько граней у плоского графа: 

#Ответ# 6# (+5 баллов) 

48. Тип - простой вопрос. 

Сколько граней у плоского графа: 

#Ответ# 6# (+5 баллов) 

49. Тип - альтернативный вопрос. 
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По дереву найти соответствующий ему код Прюфера P(t) 

(Указать его вариант). 

 
a. P(t) = (2 2 1 1 4 4 3 3) 

b. P(t) = (1 2 1 2 3 4 3 4) 

c. P(t) = (1 1 4 2 2 4 3 3) (+10 баллов)   

50. Тип - альтернативный вопрос. 

По дереву найти соответствующий ему код Прюфера P(t) 

(Указать его вариант). 

 
a. P(t) = (1 2 3 4 5 6 6 7) 

b. P(t) = (1 2 3 4 5 5 6 7)  (+10 баллов) 

c. P(t) = (1 2 3 4 5 6 7 7) 

51. Тип - альтернативный вопрос. 

По дереву найти соответствующий ему код Прюфера P(t) 

(Указать его вариант). 

 
a. P(t) = (1 1 1 2 2 2 3 3) 

b. P(t) = (3 3 1 1 1 2 2 2) 
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c. P(t) = (1 2 3 1 2 3 1 2 ) (+10 баллов) 

52. Тип - дистрибутивный вопрос. 

Для функции f, заданной вектором  0111
f

 , определить, 

является ли она:  

a. линейной  

b. монотонной  (+5 баллов) 

c. самодвойственной  

d. функцией из класса 
0

T  (+5 баллов) 

e. функцией из класса 
1

T  (+5 баллов) 

53. Тип - дистрибутивный вопрос. 

Для функции f, заданной вектором  0110
f

 , определить, 

является ли она:  

a. линейной  (+8 баллов) 

b. монотонной  

c. самодвойственной  

d. функцией из класса 
0

T  (+7 баллов) 

e. функцией из класса 
1

T   

54. Тип - дистрибутивный вопрос. 

Для функции f, заданной вектором  1011
f

 , определить, 

является ли она:  

a. нелинейной  (+8 баллов) 

b. монотонной  

c. самодвойственной  

d. функцией из класса 
0

T   

e. функцией из класса 
1

T  (+7 баллов) 

55. Тип - дистрибутивный вопрос. 

Для функции zyxf   определить, является ли она:  

a. линейной (+5 баллов) 

b. монотонной  

c. самодвойственной (+5 баллов) 

d. функцией из класса 
0

T  (+5 баллов) 

e. функцией из класса 
1

T  (+5 баллов) 

56. Тип - дистрибутивный вопрос. 

Для функции 1 zxyf  определить, является ли она:  

a. линейной  

b. немонотонной  (+10 баллов) 

c. самодвойственной  
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d. функцией из класса 
0

T   

e. функцией из класса 
1

T  (+10 баллов) 

57. Тип - дистрибутивный вопрос. 

 Для функции xzxyf   определить, является ли она:  

a. линейной  

b. монотонной  

c. несамодвойственной (+10 баллов) 

d. функцией из класса 
0

T  (+10 баллов) 

e. функцией из класса 
1

T   

58. Тип - альтернативный вопрос. 

Полна ли система функций {f, g, h} (принадлежность функций 

классам  SMLTT ,,,,
10

отображена в таблице). 

 
a. да 

b. нет (+5 баллов) 

59. Тип - альтернативный вопрос. 

Полна ли система функций {F, G, H} (принадлежность 

функций классам  SMLTT ,,,,
10

отображена в таблице). 

 
a. да (+5 баллов) 

b. нет 

60. Тип - альтернативный вопрос. 

Полна ли система функций {f, g, h} (принадлежность функций 

классам  SMLTT ,,,,
10

отображена в таблице). 

 
a. да 

b. нет (+5 баллов) 

61. Тип - альтернативный вопрос. 

Верно ли, что: 

10
TST   
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a. да (+10 баллов) 

b. нет 

62. Тип - альтернативный вопрос. 

Верно ли, что: 
SLTT 

10
  

a. да (+10 баллов) 

b. нет 

63. Тип - альтернативный вопрос. 

Верно ли, что: 

0
TMS    

a. да  (+10 баллов) 

b. нет 

Критерии оценки: 

91-100 % верных ответов – «отлично»; 

81-90% верных ответов – «хорошо»; 

50-80% верных ответов – «удовлетворительно»; 

Меньше 50% верных ответов – «неудовлетворительно»; 
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КОМПЛЕКТ ВОПРОСОВ К ЭКЗАМЕНУ 

1. Высказывания и операции над ними.  

2. Основные эквивалентности (законы) алгебры высказываний.  

3. Вычисление и упрощение логических выражений , 

4. Методы доказательств. 

5. Метод  математической индукции. 

6. Множества. Операции над множествами. 

7. Способы задания множеств. 

8. Разбиения и покрытия. 

9. Алгебра  подмножеств.  Булеан. 

10. Свойства  операций  над  множествами.   

11. . Объединение конфигураций.  

12. Классическая   формула  метода включений- исключений.   

13. Отношения. Прямое произведение множеств. 

14. Композиция  отношений.  

15. Степень и ядро отношения. 

16. Свойства   отношений. 

17. Представление отношений в ЭВМ. 

18. Функции (отображения). 

19. Инъекция, сюръекция и биекция. 

20. Индуцированная функция. 

21. Принцип Дирихле. 

22. Отношение эквивалентности. 

23. Классы эквивалентности. 

24. Фактор-множества. 

25. Отношения порядка. Минимальные элементы 

26. Замыкание отношений.  

27. Транзитивное  и рефлексивное транзитивное замыкание. 

28. Числовые последовательности.  

29. Рекуррентное соотношение. 

30. Суммируемые последовательности. Способы нахождения не-

которых сумм.  

31. Суммы и рекуррентности.  

32. Бином Ньютона. Биномиальные коэффициенты.  

33. Основные тождества с биномиальными коэффициентами. 

34. Полиномиальная формула. Полиномиальные коэффициенты. 

35. Правило суммы. 

36. Правило произведения. 
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37. Асимптотические методы решений рекуррентных соотноше-

ний. 

38. Вычисление суммы бесконечной геометрической прогрессии. 

39. Метод суммирования Эйлера. 

40. Метод производящих функций. Числа Фибоначчи. 

41. Метод включения и исключения. Теорема. 

42. Основные определения и понятия теории графов. 

43. Теорема о сумме степеней вершин графа. 

44. Теорема о числе вершин нечетной степени в графе. 

45. Подграфы. 

46. Дополнение графа. 

47. Изоморфные графы. 

48. Маршруты, цепи, циклы. 

49. Вершинно - порожденные графы. 

50. Реберно-порожденные графы. 

51. Операции над графами. 

52. Разбиение n-множества. 

53. Связные графы. Теорема. 

54. Компоненты связности графа. 

55. Двудольные графы. Критерий двудольности графа. 

56. Метрические характеристики графа. 

57. Алгоритм поиска в ширину. 

58. Применение алгоритма поиска в ширину. 

59. Нахождение эксцентриситета вершины. 

60. Нахождение диаметра и радиуса графа. 

61. Эйлеровы графы. Теорема. 

62. Алгоритм нахождения Эйлерова цикла в графе. 

63. Гамильтоновы графы. Задача коммивояжера. 

64. Плоские графы. 

65. Планарные графы. 

66. Грани плоского графа. Формула Эйлера. 

67. Гомеоморфные графы.  

68. Теорема Понтрягина - Куратовского. 

69. Раскрашиваемость вершин двудольного графа. 
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ЗАКЛЮЧЕНИЕ 

 

Теория графов находит широкое применение в различных об-

ластях науки и техники: 

Графы и информация 

Двоичные деревья играют весьма важную роль в теории ин-

формации. Предположим, что определенное число сообщений тре-

буется закодировать в виде конечных последовательностей раз-

личной длины, состоящих из нулей и единиц. Если вероятности 

кодовых слов заданы, то наилучшим считается код, в котором 

средняя длина слов минимальна по сравнению с прочими распре-

делениями вероятности. Задачу о построении такого оптимального 

кода позволяет решить алгоритм Хаффмана. 

Двоичные кодовые деревья допускают интерпретацию в рам-

ках теории поиска. Каждой вершине при этом сопоставляется во-

прос, ответить на который можно либо "да", либо "нет". Утверди-

тельному и отрицательному ответу соответствуют два ребра, вы-

ходящие из вершины. "Опрос" завершается, когда удается устано-

вить то, что требовалось. 

Таким образом, если кому-то понадобится взять интервью у 

различных людей, и ответ на очередной вопрос будет зависеть от 

заранее неизвестного ответа на предыдущий вопрос, то план тако-

го интервью можно представить в виде двоичного дерева. 

Графы и химия 

Еще А. Кэли рассмотрел задачу о возможных структурах 

насыщенных (или предельных) углеводородов, молекулы которых 

задаются формулой: 

CnH2n+2 

Молекула каждого предельного углеводорода представляет 

собой дерево. Если удалить все атомы водорода, то оставшиеся 

атомы углеводорода также будут образовывать дерево, каждая 

вершина которого имеет степень не выше 4. Следовательно, число 

возможных структур  предельных углеводородов, т. е. число гомо-

логов данного вещества, равно числу деревьев с вершинами степе-

ни не больше четырех.  

Таким образом, подсчет числа гомологов предельных углево-

дородов также приводит к задаче о перечислении деревьев опреде-

ленного типа. Эту задачу и ее обобщения рассмотрел Д. Пойа. 
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Графы и биология 

Деревья играют большую роль в биологической теории ветвя-

щихся процессов. Для простоты мы рассмотрим только одну раз-

новидность ветвящихся процессов – размножение бактерий. Пред-

положим, что через определенный промежуток времени каждая 

бактерия либо делится на две новые, либо погибает. Тогда для 

потомства одной бактерии мы получим двоичное дерево.  

Нас будет интересовать лишь один вопрос: в скольких случаях 

n-е поколение одной бактерии насчитывает ровно k потомков? Ре-

куррентное соотношение, обозначающее число необходимых слу-

чаев, известно в биологии под названием процесса Гальтона-

Ватсона. Его можно рассматривать как частный случай многих 

общих формул. 

Графы и физика 

Еще недавно одной из наиболее сложных и утомительных за-

дач для радиолюбителей было конструирование печатных схем. 

Печатной схемой называют пластинку из какого-либо диэлек-

трика (изолирующего материала), на которой в виде металличе-

ских полосок вытравлены дорожки. Пересекаться дорожки могут 

только в определенных точках, куда устанавливаются необходи-

мые элементы (диоды, триоды, резисторы и другие), их пересече-

ние в других местах вызовет замыкание электрической цепи. В хо-

де решения этой задачи необходимо вычертить плоский граф, с 

вершинами в указанных точках. 

Итак, из всего вышесказанного неопровержимо следует прак-

тическая ценность теории графов. 
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